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OZET

BAKIR FIBONACCI, k-ORESME DIiZILERI VE ONLARIN BAZI OZEL
DONUSUMLERI ILE HIPERBOLIK KUATERNIYONLARI

Hakan AKKUS

Doktora Tezi, Erzincan Binali Yildirnm Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
Danisman: Prof. Dr. Engin OZKAN
2026, 110 sayfa

Bu tez ¢aligmasinda, matematiksel dizi kuraminin ve sayi teorisinin 6énemli alanlarindan biri
olan 6zel say1 dizileri tlizerinde iki temel eksende kapsamli bir genellestirme ve uygulama

calismasi yiirtitiilmistiir.

Tezin ilk ana ekseninde, limit durumunda metalik oranlardan “bakir oran1” degerini veren ve
klasik Fibonacci dizisinin yeni bir genellemesi olan Bakir Fibonacci dizisi tanimlanmistir. Bu
dizinin tekrarlama bagintisindan yararlanilarak Bakir Lucas dizisi tiiretilmistir. Her iki dizinin
karakteristik denklemleri ve kokleri bulunarak derin matematiksel iliskiler kurulmus; kapali
formiilleri, tirete¢ fonksiyonlart ve binom toplam formiilleri ayrintili sekilde incelenmistir.
Ayrica, bu dizilere Catalan doniisiimii uygulanmas, elde edilen yeni diziler Hankel doniigiimiine
tabi tutularak orijinal determinant yapilari elde edilmistir. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas
dizilerinin son asamada dort boyutlu hiperkompleks say1 sistemlerinden olan hiperbolik
kuaterniyonlara uygulamalar1 yapilarak; eslenik, norm, Binet formiilleri ve 6zel 6zdeslikleri

sistematik olarak hesaplanmistir.

Tezin ikinci ana ekseninde ise klasik Oresme dizisinin parametrik bir uzantisi olarak k-Oresme
dizisi kurgulanmis ve bu bagint1 vasitasiyla k-Oresme-Lucas dizisi kesfedilmistir. Bu yeni dizi
ailesinin de karakteristik yapilar1 ve asimptotik davranislari incelenerek Binet formiilleri ile
toplam formiilleri yapilandirilmistir. Tipki ilk grupta oldugu gibi, k-Oresme ailesinin de
Catalan ve Hankel doniisiimleri hesaplanarak literatiirdeki diger tamsay1 dizileriyle olan

geciskenlikleri analiz edilmistir. Son olarak, bu dizilerin hiperbolik kuaterniyon formlari



tanimlanarak iirete¢ fonksiyonlar1 ve aralarindaki karsilikli bagintilar cebirsel olarak ortaya

konmustur.

Tezin genelinde her iki aile i¢in de Cassini, Catalan, d'Ocagne ve Vajda gibi kritik matematiksel

0zdeslikler dogrulanmis ve elde edilen 6zgilin bulgular literatiire kazandirilmastir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Bakir Fibonacci sayilari, k-Oresme

dizisi, Uretec fonksiyonu, Cassini 6zdesligi, Catalan sayilari, Hankel déniisiimii



ABSTRACT

COPPER FIBONACCI, k-ORESME SEQUENCES, AND SOME OF THEIR SPECIAL
TRANSFORMATIONS AND HYPERBOLIC QUATERNIONS

Hakan AKKUS

Doctoral Thesis, Erzincan Binali Yildirim University, Institute of Science and
Technology, Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Engin OZKAN
2026, 110 pages

This thesis presents a comprehensive study on special number sequences, one of the significant
topics in sequence theory and number theory, through two main research directions involving

generalizations and applications.

In the first part of the thesis, the Copper Fibonacci sequence, a new generalization of the
classical Fibonacci sequence whose limiting ratio yields the copper ratio among metallic ratios,
is defined. Based on its recurrence relation, the Copper Lucas sequence is derived. The
characteristic equations and roots of both sequences are obtained, establishing fundamental
mathematical relationships. Furthermore, their closed-form expressions, generating functions,
and binomial sum formulas are investigated in detail. Catalan transformations are applied to
these sequences, and the resulting sequences are further analyzed through Hankel
transformations, revealing their underlying determinant structures. In addition, the Copper
Fibonacci and Copper Lucas sequences are extended to the framework of hyperbolic
quaternions, a four-dimensional hypercomplex number system. Within this setting, conjugates,

norms, Binet-type formulas, and several special identities are systematically derived.

The second part of the thesis focuses on the construction of the k-Oresme sequence as a
parametric generalization of the classical Oresme sequence. Through this recurrence structure,
the k-Oresme-Lucas sequence is introduced and investigated. The characteristic properties and
asymptotic behaviors of this new family of sequences are examined, and corresponding Binet
formulas and summation identities are established. Similar to the first family, Catalan and
Hankel transformations of the k-Oresme sequences are computed, enabling an analysis of their

relationships with other well-known integer sequences. Finally, hyperbolic quaternion versions



of these sequences are defined, and their generating functions together with their mutual

algebraic relationships are obtained.

Throughout the thesis, critical mathematical identities such as Cassini, Catalan, d'Ocagne, and

Vajda are verified for both families, and the original findings are contributed to the literature.

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Copper Fibonacci numbers, k -Oresme

sequence, Generating function, Cassini identity, Catalan numbers, Hankel transformation
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1. GIRIS

Sayilar teorisi, matematigin en koklii ve merak uyandiran dallarindan biri olarak yiizyillardir
insanligin ilgisini ¢ekmistir. Bu alan, temel olarak dogal sayilar ve onlarin 6zellikleri iizerine
odaklanir. En basit haliyle 1, 2, 3 gibi sayilarla baglayan bu inceleme, zamanla ¢cok daha derin
ve karmasik sorular1 beraberinde getirmistir. ilk bakista son derece basit goriinen sayilarin,
icinde barindirdig1 diizenler ve gizemler, matematikgileri siirekli yeni kesiflere yoneltmistir.
Sayilar teorisi, sadece matematiksel hesaplarla degil, ayn1 zamanda sezgi, soyutlama ve yaratici

diistinmeyle ilerleyen bir disiplindir.

Tarihin en eski donemlerinden beri insanlar sayilar1 sadece saymak ve dlgmek i¢in degil, ayn1
zamanda onlar hakkinda diisiinmek icin de kullanmistir. Antik uygarliklarda bile sayilarin
ozelliklerine dair gézlemler yapilmis, bazi sayilarin digerlerinden farkli davraniglar gosterdigi
fark edilmistir. Ozellikle asal sayilar gibi sadece kendisine ve bire boliinebilen 6zel sayilar, tarih
boyunca ayri bir 6neme sahip olmustur. Bu tiir sayilar, giiniimiizde bile arastirilmakta ve her
gecen yil daha biiyiik asal sayilar kesfedilmektedir. Basit bir sayr dizisinin bile derin

matematiksel yapilara kapi aralayabildigi sayilar teorisi, bu yoniiyle olduk¢a 6zgiin bir alandir.

Sayilar teorisinin dikkat g¢ekici yonlerinden biri de, ¢oziimleri kolay gibi goriinen bazi
problemlerinin yiizyillar boyunca agikliga kavusamamis olmasidir. Ornegin, bir sayinin iki kare
toplami seklinde yazilip yazilamayacagi, bazi sayilarin belirli kurallara gore boliintip
boliinemeyecegi gibi sorular, ¢ok sayida matematik¢inin {izerinde ¢alistigi konular arasinda yer
almistir. Bu alanda ortaya atilan bazi sorularin ¢oziilmesi ylizyillar siirmiis, bazilar1 ise hala

cevapsiz kalmistir. Bu durum, sayilar teorisinin hem ¢ekiciligini hem de zorlugunu ortaya koyar.

Giiniimiizde sayilar teorisi, sadece teorik bir merak alan1 olmanin &tesine gegmistir. Ozellikle
dijital cagda, bilgi giivenligi ve sifreleme teknolojilerinin temelinde sayilar teorisinin énemli
sonuglar1 yer alir. Bilgisayarlar araciligiyla yapilan biiyiik capli asal sayi testleri ve algoritmalar,
bankacilik sistemlerinden internet giivenligine kadar bir¢cok alanda kullanilmaktadir. Bdylece,
bir zamanlar sadece diislinsel bir ugras olarak goriilen bu matematik dali, modern teknolojinin

vazgecilmez bir pargasi haline gelmistir.

Fibonacci dizisi; boliinebilme kurallari, asal sayilar ve kongriianslar ile olan derin iliskileri
sayesinde sayilar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Fibonacci dizisi, her saymin kendisinden
once gelen iki sayinin toplami olarak tanimlandigi, diizenli ve oriintiisel bir yapiya sahip olan

0zel bir say1 dizisidir. Sifirdan baslayarak 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... seklinde devam



eden bu dizinin temel yapisi oldukg¢a basit goriinse de, igerisinde barindirdigi matematiksel
ozellikler oldukca zengindir. Ik kez 13. yiizyilda Leonardo Fibonacci tarafindan bir tavsan
cogalma problemiyle birlikte ortaya konulmus olsa da, zaman i¢ginde bu dizinin 6nemi ¢ok daha
genis alanlara yayilmistir. Sadece dogadaki yapilarla degil, ayn1 zamanda matematiksel
kuramlarla da ¢ok yonlii bir sekilde iligkilendirilmistir. Fibonacci dizisi de dogal sayilardan
olustugu i¢in bu teorinin ilgi alanina dogrudan girer. Ancak bu iliski sadece dizinin
elemanlartyla sinirli kalmaz. Fibonacci dizisi, sayilarin aralarindaki yapisal iligkileri,
boliinebilme 6zelliklerini, asal say1r kaliplarini ve modiiler aritmetik i¢indeki davranislarini
inceleyen sayilar teorisine ¢cok sayida drnek ve ¢alisma alani sunar. Bu dizi {izerinde yapilan
analizler, sayilarin rastlantisal degil; belirli matematiksel kurallar ¢ergevesinde hareket ettigini
gosteren dnemli kanitlar ortaya koymustur. Ornegin, Fibonacci dizisindeki sayilarin birbirine
orani, dizide ilerledikce sabit bir degere yaklasir. Bu oran, matematikte "altin oran" olarak
bilinen ve dogada, sanatta, mimaride sik¢a karsimiza ¢ikan irrasyonel bir sayidir. Sayilar teorisi
acisindan bakildiginda bu, say1 dizileri ile geometrik ve estetik yapilar arasinda derin bir
baglantinin oldugunu gosterir. Ayrica Fibonacci sayilarini belirli sayilara boliip kalanlara
bakildiginda, bu dizinin tekrarlayan desenler olusturdugu goriiliir. Bu 6zellik, modiiler sistemler

icinde sayilarin nasil davrandigini anlamaya calisan sayilar teorisi agisindan olduk¢a 6nemlidir.

Bir baska dikkat ¢ekici nokta ise Fibonacci dizisinde yer alan asal sayilarin dagilimidir. Bazi
Fibonacci sayilar1 asaldir, fakat bu asal sayilarin dizide ne siklikla ya da hangi kurala gore
ortaya ¢iktig1 hala matematikg¢iler tarafindan arastirilan bir konudur. Sayilar teorisinde asal
sayilarin 6nemi biiytiktiir; ¢linkii asal sayilar, dogal sayilarin yapitaglari olarak kabul edilir. Bu
nedenle Fibonacci dizisindeki asal sayilarin analizi, sayilarin temel dogasina dair yeni anlayislar

gelistirilmesine katkida bulunur.

Fibonacci dizisi ayrica, bazi matematiksel teoremlerin ve kimliklerin ortaya ¢ikmasina da
olanak saglar. Ornegin, belirli iki Fibonacci sayisinin birbirine gore asal olma durumu, bu
dizinin say1 teorisine sundugu bagka bir arastirma alanidir. Ayrica Fibonacci dizisinin her n.
teriminin, kendinden dnceki terimlerle belirli cebirsel bagintilar kurdugu da bilinmektedir. Bu
tiir iligkiler, sayilarin nasil bir diizene bagli olarak hareket ettigini gostermesi agisindan

onemlidir.

Tiim bu nedenlerle, Fibonacci dizisi sadece ilging bir matematiksel oriintli degil, ayn1 zamanda
sayilar teorisinin bir¢ok temel konusuna dokunan bir yapidir. Bu dizi sayesinde sayilarin

ardindaki gizli iligkiler, oriintiiler ve kurallar daha goriintir hale gelir. Sayilar teorisinin temel



amaci olan sayilarin dogasini anlama cabasi, Fibonacci dizisinin sundugu bu zengin yapilar
sayesinde daha derinlikli bir boyuta ulasir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi, sayilar teorisinin hem
arastirma alan1 hem de uygulama araci olarak dnemli bir yer tutar. Matematiksel diigsiincenin
soyuttan somuta, basitten karmasiga uzanan yolculugunda, Fibonacci dizisi ve sayilar teorisi el

ele ilerleyen iki gii¢lii kavram olarak one ¢ikar.

Fibonacci dizisi, matematikte ¢ok sayida genellestirmeye agik yapisiyla dikkat ¢eken 6zel bir
dizidir. En bilinen genellestirmelerden biri, Lucas dizisidir. Lucas dizisi de tipki Fibonacci
dizisi gibi ayn1 toplama kuralina dayanir (yani her terim onceki iki terimin toplamidir), ancak
baslangi¢ degerleri farklidir: 2 ve 1. Bu kiigiik degisiklik, dizinin tiim yapisin1 etkiler ve Lucas
sayilar1 ile Fibonacci sayilari arasinda bir¢cok ortak 6zellik ve baglanti bulunur. Lucas
sayilarindan baska 6rnekler vermek gerekirse Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas,
k-Fibonacci, k-Lucas dizileri de sayilar teorisinde biiyiik 6neme sahiptir ve bilim insanlarinin

ilgisini cekmis ve bu ilgi giinimiizde de gegerligini korumustur.

Bu bilgilere ilaveten Fibonacci dizisinin genellestirmeleri, matematigin sinirlarini genisletmeye
olanak taniyan yaratici yaklasimlar sunar. Bu genellestirmeler sayesinde, sadece belirli bir
kurala bagl kalan klasik diziden 6teye gegilerek, ¢ok daha ¢esitli ve esnek yapilar elde edilir.
Farkl1 baslangi¢c degerleriyle, daha fazla sayida onceki terimi iceren tanimlarla ya da cesitli
matematiksel sistemler icinde yapilan degisimlerle elde edilen bu yeni diziler, sayilarin
davraniglarina dair daha derin bir anlayis kazandirir. Bu tiir genellemeler, matematiksel
ortlintiilerin sadece tek bir bicimde degil, pek ¢ok farkli bigimde ortaya ¢ikabilecegini gosterir.
Ayrica, karmagik problemlerin ¢ozlimlerinde bu genellestirilmis dizilerden yararlanmak
miimkiin olur. Ozellikle bilgisayar bilimi, kriptografi, doga modellemeleri ve algoritma tasarimi
gibi alanlarda, klasik Fibonacci yapisinin 6tesine ge¢gmek ¢ogu zaman daha etkili sonuglar
verebilir. Kisacasi, Fibonacci dizisinin farkli bigimlerde yeniden yorumlanmasi, hem

matematiksel kesifler hem de ger¢ek diinya uygulamalari agisindan biiyiik bir zenginlik saglar.

Bu tezde ise Fibonacci dizisinin yeni bir genellemesi olan ve metalik oranlardan bakir oranini
veren Bakir Fibonacci dizisi ile k-Oresme dizisi tanimlanmistir. Daha sonra bu dizilerin
tekrarlama bagintisindan yararlanarak Bakir Lucas ve k-Oresme-Lucas dizileri kesfedilmistir.
Ek olarak bu tanimlanan dizilerin toplam formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve 6zel dzdeslikler
gibi bircok Ozellikleri bulunmustur. Son olarak bu dizilerin hiperbolik kuaterniyonlara

uygulamasi yapilmistir ve dizilerle iliskilendirme yapilip birg¢ok ilging bagint1 kesfedilmistir.



Calismamuzla ilgili literatiirde olan bazi 6nemli ¢alismalar ile ilgili kisa bilgiler asagida

stralanmustir.

Macfarlane (1902) ¢alismasinda hiperbolik kuaterniyonlar1 tanimlayarak bu cebirsel yapinin
matematiksel temelini ortaya koymustur. Ayrica hiperbolik kuaterniyonlarin cebirsel
Ozelliklerini ayrintili olarak incelemis, carpma kurallarimi ve temel yapisal Ozelliklerini
aciklamig; ek olarak bu kuaterniyonlarin hiperbolik geometri, uzay doniisiimleri ve fiziksel

problemlerin modellenmesi gibi alanlardaki potansiyel kullanim imkanlarini degerlendirmistir.

Horadam, (1974) ¢alismasinda Oresme sayilar1 iizerine kapsamli arastirma yapmis ve bu say1
dizisinin temel 6zelliklerini incelemistir. Calismasinda Oresme sayilarina ait ¢esitli bagintilar,
0zdeslikler ve yineleme iliskileri elde ederek bu say1 dizisinin matematiksel yapisina 6nemli

katkilar saglamistir.

De Spinadel (1998) ¢alismasinda metalik oranlarin 6zelliklerini ayrintili olarak incelemis ve bu
oranlarin matematiksel yapisini incelemistir. Ek olarak ¢alismasinda metalik oranlarin tanimlari,
temel Ozellikleri ve farkli sayr dizileri ile iliskileri lizerinde durarak bu alandaki teorik

gelismelere katkida bulunmustur.

Melham (1999) caligmasinda Pell sayilar1 iizerine yaptig1 calismada bu say1 dizisinin temel
ozelliklerini ve ¢esitli bagintilarini incelemistir. Ayrica Fibonacci sayilarinin toplam
formiillerine iligskin yeni 6zdeslikler ve esitlikler elde ederek bu say1 dizilerinin cebirsel yapisina

ait bilgiler vermistir.

Solinas (1999) calismasinda Mersenne sayilarini genellestirerek bu say1 dizisine farkli bir bakis
acist kazandirmistir. Calismasinda genellestirilmis Mersenne sayilarinin cebirsel 6zelliklerini
incelemis, bu sayilar arasindaki iliskileri ortaya koymus ve ¢esitli 6zdeslikler ile bagintilar elde

etmistir.

Barry (2005) ¢alismasinda Catalan sayilari iizerine yaptigi calismada bu say1 dizisinin temel
ozelliklerini ve kombinatorik yapidaki dnemini incelemistir. Ayrica Catalan sayilarinin iireteg
fonksiyonunu ele alarak bu fonksiyonun ozelliklerini aciklamis ve say1 dizisinin ¢esitli

bagitilarinin elde edilmesindeki roliinii ortaya koymustur.

Koshy ve Salmassi (2006) ¢alismasinda Catalan sayilarinin temel 6zelliklerini ayrintili olarak

incelemis ve bu say1 dizisine ait ¢esitli 6zdeslikler ile bagintilar1 ortaya koymustur. Ayrica



Catalan sayilarinin farkli yontemlerle elde edilmesini saglayan yineleme bagintilar1 ve cebirsel

iligkiler iizerinde ¢alisarak bu say1 dizisinin matematiksel yapisina katkida bulunmustur.

Falcon ve Plaza (2007) calismasinda k -Fibonacci dizisini tanimlayarak bu dizinin klasik
Fibonacci dizisinin bir genellemesi oldugunu gostermistir. Calismalarinda k -Fibonacci
dizisinin temel Ozelliklerini, yineleme bagintilarini, kapali formunu ve cesitli cebirsel
Ozdesliklerini inceleyerek bu say1 dizisinin matematiksel yapisini ayrintili bir sekilde ele

almislardir.

Vajda (2008) calismasinda Lucas sayilari iizerine yaptig1 kapsamli calismada bu say1 dizisinin
tanimi, temel 6zellikleri ve Fibonacci sayilari ile olan iligkilerini ayrintili olarak incelemistir.
Calismada Lucas sayilarinin yineleme bagintilari, iirete¢ fonksiyonlari ve cesitli cebirsel
ozellikleri ele alinarak birgok yeni 6zdeslik ve baginti elde edilmistir. Ayrica elde edilen

sonugclarla say1 dizileri teorisine onemli katkilar saglanmistir.

Falcon ve Plaza (2009) calismasinda k -Fibonacci dizisinin tiirevleri iizerine kapsamli
hesaplamalar yaparak bu tiirevlerin 6zelliklerini incelemistir. Caligmada elde edilen degerler
arasindaki iligkiler arastirilmis ve k-Fibonacci dizisinin tiirevlerine ait cesitli bagintilar ile

matematiksel sonuclar ortaya konmustur.

Stanimirovi¢ vd. (2009) calismasinda Catalan matrisini ayrintili bir sekilde inceleyerek bu
matrisin cebirsel yapisinit ve temel Ozelliklerini ele almistir. Calismada Catalan matrisinin
determinanti, ters matrisi, kuvvetleri ve ¢esitli matris bagintilar1 incelenmis, elde edilen

sonuglarla bu yapinin matematiksel 6zellikleri elde edilmistir.

Falcon (2011) calismasinda k-Lucas dizilerini tanimlayarak bu dizilerin temel 6zelliklerini ve
Fibonacci tiirii dizilerle olan iliskilerini incelemistir. Calismasinda k-Lucas dizisinin lireteg
fonksiyonu, yineleme bagintilari, kapali formu ve cesitli 6zdeslikleri elde edilerek dizinin

matematiksel yapist ayrintili bir sekilde ifade edilmistir.

Al-Homidan (2012) c¢alismasinda Hankel doniisiimiinii ve bu doniisiimiin matematiksel
ozelliklerini ayrintili olarak ele almistir. Ayrica Hankel matrisinin yapisi, 6zellikleri ve farkl
matematiksel problemlerdeki kullanimi iizerine incelemeler yaparak, Hankel matrisleri ile

dontigiim arasindaki iligkileri literatiire kazandirilmisgtir.



Falcon (2012) calismasinda k -Lucas dizisi iizerine yaptigi calismada bu dizinin cesitli
matematiksel uygulamalarini ele almistir. Calismada k -Lucas dizisinin temel oOzellikleri,
yineleme bagintilari, tireteg¢ fonksiyonu ve farkl dizilerle olan iliskileri incelenerek bir¢ok yeni

bagint1 ve 6zdeslik elde edilmistir.

Falcon (2013) calismasinda k-Fibonacci dizisine Catalan doniisiimiinii uygulayarak elde edilen
yeni dizinin matematiksel 6zelliklerini incelemistir. Calismada doniislim sonucunda ortaya
¢ikan bagintilar, lirete¢ fonksiyonlari ve k-Fibonacci dizisi ile olan iligkiler arastirilarak ¢esitli

0zdeslikler ve 6nemli sonuglar ortaya ¢ikarilmstir.

Aydin (2018) ¢alismasinda k-Fibonacci dizisini hiperbolik kuaterniyonlar {izerine uygulayarak
bu iki matematiksel yapinin iliskisini incelemistir. Calismada k -Fibonacci sayilariin
hiperbolik kuaterniyonlar iizerindeki genisletilmis bicimleri ele alinmis ve elde edilen yeni

yapilar icin ¢esitli bagintilar, 6zdeslikler ve matematiksel 6zellikler literatiire kazandirilmistir.

Koshy (2019) ¢alismasinda Fibonacci ve Lucas sayilari {izerine yaptigi ¢alismada bu sayi
dizilerinin temel 6zelliklerini ayrintili olarak incelemistir. Calismada Fibonacci ve Lucas
sayilar1 arasindaki iligkiler ele alinmis, ¢esitli yeni bagmtilar ve 6zdeslikler elde edilerek
bunlarin matematiksel ispatlar1 verilmistir. Ayrica elde edilen sonuglarla say1 dizilerinin

cebirsel yapisina katki saglanmigtir.

Ozkan vd. (2020) calismasinda k-Lucas dizisine Catalan ddniisiimiinii uygulayarak elde edilen
yeni dizinin matematiksel 6zelliklerini incelemistir. Calismada uygulanan doniisiim sonucunda
olusan bagintilar, yineleme iligkileri ve tirete¢ fonksiyonlar1 ele alinmis, k-Lucas dizisi ile

Catalan doniisimii arasindaki iliskiyi aciklayan bir¢cok 6zdeslik ve 6nemli sonug elde edilmistir.

Akkus vd. (2021) ¢alismasinda k-Jacobsthal-Lucas dizisine Catalan doniisiimiinii uygulayarak
elde edilen yeni dizinin 6zelliklerini incelemistir. Calismada doniisiim sonucunda olusan
terimler kullanilarak Hankel matrisi olusturulmus ve bu matrisin determinanti, yapisal

ozellikleri ve dizi ile olan iliskileri arastirilarak cesitli bagintilar agiklanmastir.

Godase (2021) calismasinda hiperbolik k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlari iizerine yaptigi
calismada bu yapilarin cebirsel 6zelliklerini ayrintili olarak incelemistir. Calismada hiperbolik
kuaterniyonlarin tanimlar1 verilmis, k -Fibonacci ve k -Lucas dizileri ile olan iligkileri
arastirilmistir. Ayrica bu kuaterniyonlara ait ¢esitli bagintilar, 6zdeslikler ve matematiksel

sonuglar elde edilerek literatiire katki saglanmistir.



Saba vd. (2021) ¢alismasinda Mersenne Lucas sayilarini ayrintili bir sekilde inceleyerek bu say1
dizisinin temel 6zelliklerini ve matematiksel yapisini ele almistir. Calismada Mersenne Lucas
sayilar1 ile homojen simetrik fonksiyonlar arasindaki iliskiler arastirilmis, bu baglantilar

kullanilarak cesitli 6zdeslikler, bagintilar ve yeni matematiksel sonuglar elde edilmistir.

Brod ve Michalski (2022) ¢alismasinda Fibonacci dizisinin farkli genellemeleri arasinda yer
alan Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizileri tizerine kapsamli bir ¢aligma gergeklestirmistir.
Caligmada bu dizilerin temel 6zellikleri incelenmis, toplam formdilleri, yineleme bagintilar1 ve

0zel 6zdeslikleri elde edilerek say1 dizileri arasindaki iligkiler ayrintili olarak gosterilmistir.



2. KAVRAMSAL CERCEVE VE ILGILI CALISMALAR

Bu béliimde, temel say1 dizilerinin tanimlar1 ayrintili bir sekilde sunulmaktadir. Ayrica, s6z
konusu dizilere ait karakteristik denklemler ile Binet formiilleri gibi onemli temel bilgiler
aciklanmaktadir. EK olarak, ¢alismanin biitiinliigiinii desteklemek amaciyla Catalan sayilar1 ve

metalik oranlar hakkinda genel bilgilere de bu boliimde yer verilmistir.
2.1. Fibonacci ve Lucas dizileri

Tammm 2.1.1. Fibonacci dizisi, 0 ve 1 ile baslayan ve ilk iki terimi hari¢ her bir terim

kendisinden once gelen iki terimin toplamiyla elde edilen bir say1 dizisidir. Bu dizi,

Foio =Fpp1 + B, nEN (2.1)
tekrarlama bagintisi ile ifade edilir (Koshy, 1998).
Fibonacci dizisinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:

0,11,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233,377,...

Tamm 2.1.2. Ik iki terimi L, = 2 ve L; = 1 olan ve
Lysg =Lpss+ Ly, n€EN (2.2)
tekrarlama bagintisi ile tanimlanan diziye Lucas dizisi denir (Vajda, 2008).
Lucas dizisinin bazi terimleri asagidaki gibidir:
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521, 843, ...

Avyrica Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,

fA-f-1=0
olup bu denklemin kdokleri;

%ﬁ = 1,618033988749894 ... ve f, = %ﬁ

fi=

seklinde bulunmustur. Buradaki f; sayist metalik oranlardan altin orandir. Ek olarak Fibonacci

ve Lucas dizilerinin Binet formiilleri

« (Koshy, 1998) F, = 1/Z_
fi—f2



o (Vajda, 2008) L, = fi" + f5"
seklinde ifade edilmistir.

Son olarak da Fibonacci ve Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

X

e (Koshy, 2001) F(x) = Yp—o F, x™ =

1-x—x2

o (Djordjevic, 2004) L(x) = ¥ o L, x™ = —=

1-x—x2

olarak elde edilmistir.

2.2. Pell ve Pell-Lucas dizileri

Tanim 2.2.1. Ik iki terimi P, = 0 ve P, = 1 olan ve

Pyiy =2P iy +Pyn€EN (2.3)
tekrarlama bagntisi ile tanimlanan diziye Pell dizisi denir (Melham, 1999).
Pell dizisinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:

0,1,2,512,29,70,169,408,985,2378,5741, 13860, ...

Tamm 2.2.2. Ik iki terimi Q, = 2 ve Q; = 2 olan ve
Qn+2 = 2Qn+1 t Qn,n EN (2.4)
tekrarlama bagntisi ile tanimlanan diziye Pell-Lucas dizisi denir (Koshy, 2014).
Pell-Lucas dizisinin terimleri asagidaki gibi ilerlemektedir:
2,2,6,14,34,82,198,478,1154,2786,6726,16238, ...

Ayrica Pell ve Pell-Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,

d?2—2d—-1=0
biciminde olup kokleri,

d; =142 =2,414213562 ...ved, = 1 —+/2

dir. Burada d; sayis1 metalik oranlardan giimiis orandir. Ek olarak Pell ve Pell-Lucas dizilerinin

Binet formiilleri ise

i -d;

e (Melham, 1999) B, = ——>



e (Koshy, 2014) Q,, = dT + d%
seklinde elde edilmistir.

Son olarak da Pell ve Pell-Lucas dizilerinin tirete¢ fonksiyonlari

x
1-2x—x2

o (Walker, 2011) P(x) = Yoo By x™ =

e (Tascive Tas, 2011) Q(x) = X0y Qp x™ = 27X

T 1-2x—x2

olarak ifade edilmistir.

2.3. Oresme ve Oresme-Lucas dizileri

Tamm 2.3.1. ik iki terimi 05 = 0 ve 0, = olan
1
On+2 = Ony1 — Zon’ n €N (2.5)

tekrarlama bagntisi ile tanimlanan diziye Oresme dizisi denir (Horadam, 1974).

Oresme dizisinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:

01 1315 3 7 1
’2’2’8’4’32732128”32" "

Tamm 2.3.2. Ik iki terimi OL, = 2 ve OL; = 1 olan
OLnz = OLpyy — 0Ly, n €N (2.6)

tekrarlama bagntisi ile tanimlanan diziye Oresme-Lucas dizisi denir (Soykan, 2021).

Oresme-Lucas dizisinin bazi terimleri agagidaki gibidir:
21,1111 1 1L 1 1
2°4°8
Ayrica Oresme ve Oresme-Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,
a2 —a+-=0
4
biciminde olup kokleri,

a4, =ivea, =1
17> 27,

dir. Ek olarak Oresme ve Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri,
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(Horadam, 1974) 0,, = Z—n
1

(Soykan, 2021) OL, = a}~*

seklinde elde edilmistir.
Son olarak da Oresme ve Oresme-Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

_ 0 n _ 2X
O(X) - Zn:O Op x™ = 444x+x?

°
4
-2

OL(x) = Xy=o OLp x™ = —

olarak bulunmustur (Soykan, 2021).

2.4. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizileri
(2.7

Tamm 2.4.1. 1k iki terimi J, = 0 ve J; = 1 olan ve
Jntz =Jnr1 + 2, nEN

tekrarlama bagintisi ile tanimlanan diziye Jacobsthal dizisi denir (Horadam, 1996).

Jacobsthal dizisinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:
0,1,1,3,5,11,21,43,85,171, 341,683, 1365,2731, 5461, ...

Tamm 2.4.2. Ik iki terimi j, = 2 ve j; = 1 olan ve
Jn+z =Jn+1+ 2jn, M EN (2.8)
tekrarlama bagintisi ile tanimlanan diziye Jacobsthal-Lucas dizisi denir (Brod ve Michalski,

2022).
Jacobsthal-Lucas dizisinin bazi terimleri asagidaki gibidir:
2,1,5,7,17,31,65,127,257,511,1025, 2047,4097,8191, 16385, ...

Ayrica Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,
c2—c—-2=0

biciminde olup kokleri,
1 = 2 ve Cy, = 1

dir. Ek olarak Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerinin Binet formiilleri
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cr-cy

e (Horadam, 1996) J,, =

€1—C2
e (Michalski, 2022) j,, = ci* + ¢}
seklinde ifade edilmistir.

Son olarak da Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerinin tirete¢ fonksiyonlari

x
1-x—2x2

o J(x) =Xnzo/n X" =

x+4x?

o JOO)=Xiohn X" = —

olarak elde edilmistir (Yesilyurt ve Degirmen, 2025).

2.5. Mersenne ve Mersenne Lucas dizileri

Tamim 2.5.1. {1k iki terimi M, = 0ve M; = 1 olan ve

M,y =3Mp 1 —2My,n €N (2.9)
tekrarlama bagintisi ile tanimlanan diziye Mersenne dizisi denir (Solinas, 1999).
Mersenne dizisinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:

0,1,3,7,15,31,63,127,255,511,1023, 2047, ...

Tamm 2.5.2. Ik iki terimi ML, = 2 ve ML, = 3 olan ve
ML,y =3ML,yq —2ML,,n €N (2.10)
tekrarlama bagntisi ile tanmimlanan diziye Mersenne-Lucas dizisi denir (Saba vd., 2021).
Mersenne-Lucas dizisinin terimleri asagidaki gibi ilerlemektedir:
2,3,5,9,17,33,65,129,257,513,1025, 2049, ...

Ayrica Mersenne ve Mersenne-Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,

m?>—3m+2=0
biciminde olup kokleri,

my=2vem, =1

dir. Ek olarak Mersenne ve Mersenne-Lucas dizilerinin Binet formiilleri
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1-my

e (Solinas, 1999) M,, =

mp—m;
e (Sabavd., 2021) N,, = m{ + m}
seklinde bulunmustur.

Son olarak da Mersenne ve Mersenne-Lucas dizilerinin tirete¢ fonksiyonlari

X
1-3x+2x2

e (Devi ve Devibala, 2021) M(x) = Yoo M, x™ =

2—-3x
1 3x+2x2

e (Saba ve Boussayoud, 2021) ML(x) = Yo Np x™

olarak elde edilmistir.
2.6. Catalan sayilar

Catalan sayilari, genellikle yinelemeli olarak tanimlanmis nesneleri iceren g¢esitli sayma
problemlerinde ortaya ¢ikan bir dogal say1 dizisidir. Bunlara Eugene Catalan'in ad1 verilmistir

ancak daha 6nce 1730'larda Minggatu tarafindan kesfedilmistir (Larcombe, 1999).

n-inci Catalan sayis1 C,,, merkezi binom katsayilari agisindan dogrudan su sekilde ifade

edilmistir (Koshy ve Salmassi, 2006): n € N igin

_Gemr
Co=— () == (2.11)

(n+1)'n'
Simdi Catalan sayilarinin bazi terimleri verilmistir:
1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,16796,58786, ... (OEIS'deki A000108 dizisi).
Ayrica Catalan sayilar asagidaki bagintilar yardimiyla da elde edilmistir (Barry, 2005):
e Co=1veCy =3, Ci1Cros,

2(2n 1)

e (Ch=1ve(C, = Ch-

Ek olarak asagidaki matrise ise Catalan matrisi denilmistir ve

(2.12)

UIN P
1IN
w R
—_

S ———

"l

seklinde olusturulmustur (Stanimirovig, 2009).
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Ayrica Catalan sayilarinin iirete¢ fonksiyonu C(x) ile gosterirsek

1-vV1—-4x

2x

C(x) = Xm0 Crx™ = (2.13)

olarak ifade edilmistir (Barry, 2019).

2.7. Hankel doniisiimii

Dogrusal cebirde Hankel matrisi (veya katalektikant matrisi), adin1 matematik¢i Hermann
Hankel’den alir. Bu 6zel tiirdeki dikdortgen matrislerin ayirt edici 6zelligi, sol lstten sag alta
inen egik kosegenler boyunca tiim elemanlarin ayni olmasidir. Yani, matrisin her egik

kosegeninde yer alan elemanlar sabit bir degeri paylasmaistir.

Yani A = {ay, a4, a, ... } kiimesinin elemanlar1 reel sayilar olmak tizere

ao a1 az an‘l
|ar az i ay E
Hi:N->R,n€NveH, =det|az i a, i ]| (2.14)
foa, ¢ i J
an cee e cee azn

ile tantmlanan dontisiime Hankel dontistimii denir (Layman, 2001). Ek olarak hankel doniisiim

matrisinin 6zellikleri ile ilgili literatiirde bir¢ok ¢aligma yapilmistir (Al-Homidan, 2012).

Son olarak da bir Hankel matrisinin determinanti say1 dizilerinin 6zelliklerini incelemede,
moment problemlerinde, sinyal isleme, zaman serisi analizi, kontrol teorisi, ve ortogonal

polinom teorisinde 6nemli rol oynamaktadir.

2.8. Hiperbolik kuaterniyonlar

Kuaterniyonlar, karmasik sayilarin daha yiiksek boyutlu bir genellemesi olarak ortaya ¢ikan ve
ozellikle {i¢ boyutlu uzayda doniisleri ifade etmek i¢in kullanilan 6nemli bir matematiksel
yapidir. Kuaterniyonlar ilk kez 1843 yilinda Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton
tarafindan tanitilmistir. Hamilton, karmasik sayilarin iki boyuttaki doniisleri temsil etmesinden

esinlenerek, lic boyutlu uzaydaki doniisleri ifade edebilecek yeni bir say1 sistemi gelistirmistir.

Bu say1 sistemi dort bilesenli bir yapidan olusur ve bir ger¢ek kisim ile {i¢ sanal bilesen igerir.
Kuaterniyonlar hem teorik matematikte hem de uygulamali alanlarda 6nemli bir yere sahiptir;
ozellikle ti¢ boyutlu uzaydaki dontislerin ifade edilmesinde bilgisayar grafikleri, robotik ve

uzay miithendisligi gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir.
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Hiperbolik kuaterniyonlar cebiri (g) ise soyut cebir alaninda elemanlar1 belirli bir bigimde
tanimlanan ve gergek sayilar kiimesi tizerinde kurulu, degismeli olmayan (non-komiitatif) bir

cebirsel yapidir:
q =xi; +yi, +zig+tiy, x,y,zZ,t ER (2.15)

Burada iy, i,, i3 Ve i, ile ilgili bilgiler asagidaki Tablo 1’de verilmistir Bu yapinin temelini atan
Alexander Macfarlane, hiperbolik kuaterniyonlarin ¢arpim 6zelliklerini sistematik bir bicimde

tamimlamustir. (Macfarlane, 1902).

Tablo 1. Hiperbolik kuaterniyonlarin 6zellikleri (Macfarlane, 1902)

L1 %) i3 Ly
L L1 I l3 Ly
1) Iy L1 g —l3
l3 i3 g i1 L2
Ly Iy l3 —i, L1

Ayrica hiperbolik kuaterniyonlarin dort boyutlu cebiri, gegmiste tanimlanmis olan daha
kapsamli bikuaterniyon cebirinin bazi temel 6zelliklerini iginde barindirir. Her iki yapi da,
boliinmiis karmasik say1 diizlemine izomorfik alt cebirler igerir. Ek olarak, Klasik kuaterniyon
cebiri nasil farkli karmasik diizlemlerin bir birlesimi olarak diisiiniilebiliyorsa, hiperbolik
kuaterniyon cebiri de ayn1 reel ekseni (dogruyu) paylasan boliinmiis karmasik diizlemlerin bir

demeti (ya da kalemi) seklinde degerlendirilebilir.

Bu yapinin temelini atan kisi, 1890’1larda bu konuyu "Fizik Cebiri" (Algebra of Physics) adiyla
tanitan Alexander Macfarlane olmustur. Macfarlane bu kavrami ilk kez 1891°de Amerikan
Bilimin ilerlemesi Dernegi (AAAS) araciligiyla duyurmus, ardindan 1894°te yayimladig1 Uzay
Analizi Uzerine Bes Makale (Five Papers on Space Analysis) adl1 kitabinda islemis, nihayet
1900 yilinda Lehigh Universitesi'nde verdigi derslerle konuyu daha genis bir kitleye

ulastirmistir.

2.9. Metalik oranlar

Metalik oranlar, altin oran gibi iyi bilinen matematiksel oranlarin daha genel bir smifim

olusturmaktadir. Bu oranlar genellikle irrasyonel sayilar olup, belirli cebirsel denklemlerin
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kokleri olarak tanimlanirlar. Ayni1 zamanda metalik oranlar, Fibonacci dizisi basta olmak {izere
bazi 6zel say1 dizilerinin limit degerleriyle dogrudan iliskilidir. Bu 6zellikleri sayesinde metalik
oranlar, say1 dizilerinin yapisal ve asimptotik davranislarinin incelenmesinde 6nemli bir rol
oynamaktadir. Uygulama alanlar1 incelendiginde ise matematiksel diziler ve cebirin yani sira
estetik, tasarim (Ozellikle altin oran ve glimiis oran), mimari, miizik, sanat ile dogada
gozlemlenen simetri ve biliyiime kaliplart gibi pek cok farkli disiplinde karsimiza ¢iktigi

goriilmektedir.

Asagida, metalik oranlarin sistematik bir bigimde diizenlenmis tablosu sunulmakta olup (Tablo
2), her bir metalik orana karsilik gelen dizilerin OEIS (Tamsay1 Dizileri Elektronik
Ansiklopedisi) veri tabanindaki kodlar1 da ayrica belirtilmistir. S6z konusu veri tabani, Neil
Sloane tarafindan olusturulmus ve literatiirde yaygin bicimde kullanilan kapsamli bir tamsay1
dizileri kaynagidir (Sloane, 2008). Ayrica baska bir ¢alismada metalik oranlara iliskin kuramsal

cerceve ve siiflandirma ayrintili bigimde ele alinmistir (Spinadel, 1998).

Tablo 2. Metalik oranlar

..... Oran Degeri OEIS

Plastik 1.324717957244746. .. A182097
Altin 1.618033988749895. .. A001622
Glimtis 2.414213562373095... A014176
Bronz 3.302775637731995... A098316
Bakir 4.23606797749979. .. A098317
Nikel 5.192582403567252... A098318
Aliiminyum 6.16227766016838... A176398
Demir 7.140054944640259... A176439
Kalay 8.123105625617661... A176458
Kursun 9.109772228646444. .. A176522

16



3. YONTEM

Bu béliimde k-Fibonacci dizisi ve bu diziden esinlenerek literatiirde yapilan ¢alismalar ve bazi
ozel dizilerin Catalan, Hankel ve hiperbolik kuaterniyonlar tizerine uygulamasi ile ilgili bilgiler

verilmistir. EK olarak tanimlanan dizilerin tirete¢ fonksiyonu ve 6zel 6zeslikleri hesaplanmustir.

3.1. k-Fibonacci ve k-Lucas yapilari ile doniisiim ve kuaterniyon uygulamalari

Bu baslik altinda k-Fibonacci ve k-Lucas dizileri tanimlanmistir. Ayrica, bu diziler arasindaki
iligkiler incelenmistir. Ek olarak da bu dizilerin Catalan doniistimleri ile hiperbolik

kuaterniyonlar iizerindeki uygulamalari ele alinmistir ve bir¢cok baginti elde edilmistir.

3.1.1. k-Fibonacci ve k-Lucas dizileri

Tamm 3.1.1.1. ilk iki terimi Fy, , = 0 ve F ; = 1 olmak iizere
Fk,Tl+2 = ka,Tl+1 + Fk,n’ ne N, keR (31)
tekrarlama bagntisi ile tanimlanan diziye k-Fibonacci dizisi denir (Falcon ve Plaza, 2007).

Bu tekrarlama bagmtisinda k = 1 alindiginda Fibonacci sayilari ve k = 2 alindiginda Pell

sayilar1 elde edilmistir.

Tamm 3.1.1.2. ilk iki terimi L, ¢ = 2 ve Ly ; = k olmak iizere,

Lin+2 = kLgpi1 +Lgn,nENKER (3.2)
tekrarlama bagntisi ile tanimlanan diziye k-Lucas dizisi denir (Falcon 2011).
Bu tekrarlama bagintisinda k = 1 alindiginda Lucas sayilari elde edilir.

Ek olarak k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,

x2—kx—-1=0 (3.3)
seklindedir. Bu denklemin koklert;
k+Vk2+4 k—Vk2+4
x1 = 2 ve xz = 2

olarak elde edilmistir. Karakteristik denklemin kokleri ile asagidaki 6zellikler saglanmistir:
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X +x, =k, %, =1, x; —x; =Vk?+4vex?+x2=k?+2.
Bu bilgilere gore k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ise,

_xy-xy

e (Falcon ve Plaza, 2007) Fy,, =

X1—X3
e (Falcon, 2011) Ly, ,, = xT" + x3'

bi¢iminde ifade edilmistir.

Asagida bu dizilerin bazi terimleri verilmistir:

k-Fibonacci dizisi i¢in;

o Fk,O = 0,
L] Fk,l = 1,
L] Fk,Z = k,

L4 Fk,3 = k2 + 1,
L] Fk,4- = k3 + Zk,

L] Fk,5 = k4 + 3k2 + 1,

Fi6 = k® 4+ 4k3 + 3k (Falcon ve Plaza, 2007).
k-Lucas dizisi igin

o Lyo=2,

o Ly, =k,

o Lyp,=k*+2,

o Lps=k>+3k,

o Lys=k*+4k*+2,

o Lps=k>®+5k?+5k,

Lie = k® + 6k* + 9k? + 2 (Falcon 2011),
olarak bulunmustur.

Ek olarak k-Fibonacci dizisi ile ilgili baz1 6nemli 6zellikler asagidaki teoremlerde verilmistir.
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Teorem 3.1.1.1. n,r € N ve k € R olmak lizere asagidaki esitlikler dogrudur (Falcon ve Plaza,
2009):
e

i. (Kapali Form) Fy, , = J( n)ETTIE (KR + 4

on-14i=0 \2i+1

. (Catalan OZdesligi) Fk,n—r+1Fk,n+r+1 - Fk2,n+r = (_1)n+r+1Flg,r!

ii. (d’Ocagne OZdesligi) Fk,rFk,n+1 - Fk,r+1Fk,n = (_1)an,r—n’

iv. lim —%n = X4,
n—-oo Frn—1
. . x
V. (Ureteg Fonksiyon) Y7o Fn X™ = T
Ispat. ii. k -Fibonacci dizisinin Binet formiilii ve karakteristik denkleminin o6zellikleri

kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

XA BT AT BT xPoad 2Pl

2
Fk,n—rFk,n+r - Fk,n -

X1—X2 X1—X2 X1—X2 X1—X3

X2y T ATy BT AT 2Ny 2R xR Db xR — 2T

(1 —x2)(x1—x2)

B G b AW i
=X X3 (xl—x2)(xl—xz)'
- xP—xT .
Son esitlikten x;x, = —1ve Fy,,, = po— yerlerine yazilirsa

2 — n+r+1p2
Fk,n—r+1Fk,n+r+1 - Fk,n+r - (_1) Fk,r

istenilen elde edilmistir.

iv. k-Fibonacci dizisinin Binet formiili ve limit 6zellikleri kullanilirsa asagidaki esitliklerin

dogrulugu saglanmstir:

— i
: Frn . X1—X . X1
lim —— = lim =2 = lim 55 = x;.
n-ow Fgn-1 n-ooo X1 ~~X n-—oo Xq
X1—X2

Boylece ispat tamamlanmugtir.

Diger siklarin ispatlar1 k-Fibonacci dizisinin Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonunun tanimi,
geometrik serilerin 6zellikleri ve k-Fibonacci dizisinin karakteristik denkleminin 6zellikleri

kullanilarak gosterilir.
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Teorem 3.1.1.2. n,r € N ve k € R olmak lizere asagidaki esitlikler dogrudur (Falcon ve Plaza,
2008):

I Fk,r+n = Fk,rFk,n—l + Fk,r+1Fk,n1

.. 1

1. Fk,Zn = E(sz,n+1 - sz,n—l)’

1

1. Z?:OFk,r = ;(Fk,n+1 + Fk,n - 1)-

Ispat. i. k -Fibonacci dizisinin Binet formiilii ve karakteristik denkleminin o6zellikleri

kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

F F + F F _ XI—XE x?_l_x?_l XI+1—XE+1 x?f_xg.
krfkn—-1 kr+1tkn X1—=X3 X=X X1—Xy  X1—X3

1

- (x1—x2)(x1—x2)

[x*T (x1 + xll) + xJ*T (xz + i)].

X2
el 1 1 cq. . .
Son esitlikten —x; = Ve —x; =— esitlikleri yerine yazilirsa
2 1

Fk,rFk,n—l + Fk,r+1Fk,n = Fk,r+n

istenilen elde edilmistir.

Diger siklarin ispatlar1 k-Fibonacci dizisinin tekrarlama bagintisi ve Binet formiilii kullanilarak

gosterilir.

Simdi de k-Lucas dizisi ile ilgili baz1 6nemli 6zellikler asagidaki teoremlerde verilmistir.

Teorem 3.1.1.3. n,v € N ve k € R olmak {izere asagidaki esitlikler dogrudur (Falcon, 2011):

1
2n—-1

ZEIO(ZTIL) kn—Zi(kZ + 4)i’

I. (Kapali Form) Ly, ,, =
ii. (Catalan Ozdesligi) Ly n—rLxn+r — Lin = (=)™ "Ly o + 2(=1)"1,
||| Lk,an,n = Fk,Zn’

- . Ly
iv. lim —= = x;",
n—-o Lgn—r
2—kx
1-kx—x2"

V. (Ureteg Fonksiyon) Yoo L, x™ =

Ispat. ii. k-Lucas dizisinin Binet formiilii ve karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilirsa

asagidaki esitlikler elde edilmistir:
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Lin—rLipsr = L = (™7 + 2" 0™ + 2™7) — (0™ + 2™ (" + x2™)
— xlzn + xln—rx2n+r + xzn—rx1n+r + x22n _ xlzn _ lenxzn _ x22n
— xln—rxzn—r(xlzr + xZZr) _ lenxzn_
Son esitlikten x;x, = —1 ve L ,, = x{' + x5 bagintilar1 yerine yazilirsa
Lk,n—rLk,n+r - L%c,n = (_1)n_rLk,2r + 2(_1)n+1

istenilen elde edilmistir.

v. Toplam semboliiniin 6zellikleri ve k-Lucas dizisinin 6zellikleri kullanilirsa asagidaki
esitlikler elde edilmistir:
Ym=oLin ™ =2+ kx + X5y Lgpn X"

=2+ kx + Xn2(Lkn-1 + Lign-2) x"

=2+ kx +xNpg Lign X"+ x2 0o L n X"

2—kx
T 1—kx-x2"

Boylece ispat tamamlanmistir.

Diger ispatlar k-Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu, k-Lucas dizisinin Binet formiilii ve dizinin

karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilarak gosterilir.

Teorem 3.1.1.4. m,n,r € N ve k € R olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur (Falcon,
2012):

i Ly, = (_1)n+1Lk,n1
i Lk,n = (_1)n+1(Lk,2n+1Fk,n - Lk,Zan,n+1)1
i, Ligma+r = LiemLimnsr — (CD™ Lgmm-1)+r-

Ispat. i. k-Lucas dizisinin Binet formiilii kullanilirsa

— — 1 1 x1”+x2"
L =X n + X n_—_—__ + —_
k,—n 1 2 xq ™ XM X1 x,M

elde edilmistir. k-Lucas dizisinin karakteristik denkleminin 6zelliklerinden

x1x2 == _1
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bagintis1 kullanilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
Lk,—n = (_1)n+1Lk,n

esitligi bulunmustur ve bdylece ispat tamamlanmaistir.

Diger ispatlar k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin Binet formiilleri kullanilarak esitlikler elde

edilir.

3.1.2. k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin Catalan doniisiimleri

Tamim 3.1.2.1. k-Fibonacci dizisinin Catalan doniisiimii CF}, ,, ile gosterelim. Boylece

CFien = Zi=o 2n—i ( n—i

)Fei n€N (3.6)
seklinde tanimlanmistir (Falcon, 2013).

Bu doniisiim kullanilarak Catalan k-Fibonacci dizisinin bazi terimleri:

i (2 —1
© CRa=Ykoy({ ) Fu=1

i (4 —1i
o« CFp=Ykois (5 )Fu=k+1,
e CFy3=k*+2k+3,

o CFyy,=k>+3k*+7k+8,

o CFps=k*+4k®+ 12k* + 22k + 24,

o CFp¢=k>+5k*+ 18k3 + 43k* + 73k + 75,

seklinde bulunmustur. Bu doniisiimiin terimlerini matrisler yardimiyla da bulanabilmistir. Yani,

CFeal 1 [Fie 1

CFy» 11 Fy o

CFy3 2 21 Fr3

CF..|=|5 5 3 1 Fys
9 4

CFes| 141 1 ,
CFe| [424228145 1||p

seklindedir. A¢ik formatta yazarsak asagidaki esitlik elde edilmistir (Falcon, 2013):
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1 1 ] 1

k+1 ] |11 : I[ k
K2 +2k+3 =221 .. [|k*+1
K* 4+ 3k2 + 7k + 8 |l5553"" J|k3+2k

Ek olarak, k-Fibonacci dizisinin Catalan doniisiimiiniin tanimi kullanilarak k-Lucas dizisinin

Catalan doniisiimiiniin tanimi asagidaki gibi yapilmistir:

Clyn =YL ;-(Zn _il) Li;n€N. (3.7)

=0on—i\ n —

Bu doniisiim yardimiyla Catalan k-Lucas dizisinin terimleri asagidaki gibi elde edilmistir
(Ozkan vd., 2020):

i CLkl leozL

Lei =2 () bea + (0) e = 2 + ke + 2,

o Clys= 5

lzoﬁ(lo _il) Li; = k5 + 4k* + 14k® + 30k? + 46k + 36,

5—

seklinde bulunmustur. Bu doniisiimiin terimlerini matrisler yardimiyla da bulanabilmistir. Yani,

CLy 1 1 [Lk 1]
CLy, 11 e || Lk2 |
CLy 5 221 . Lk,3
CLy 4] L 553 Lk,4

seklindedir. Agik formatta yazarsak asagidaki esitlik elde edilmistir (Ozkan vd., 2020):

k
k?+2
k3 + 3k

e I
55 et

1
| k2+k+2 |
| k3 + 2k? + 5k + 4 I
[k4+3k3+9k2+14k+12J

1

11
221
555

e —

2
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3.1.3. Catalan k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin Hankel doniisiimleri

k-Fibonacci dizisine Catalan doniisiimii uygulandiktan sonra bulunan CFy ,, terimlerine Hankel

doniisiimii uygulanirsa;

o HCFy,; = det[1] =1,

71 k+1 7.
© HCF=dety /1 j2qok+3l=%

1 k+1 k?+2k+3
e HCF,3 =det k+1 k?+2k+3 k3 + 3k? + 7k + 8
(k2 +2k+3 Kk34+3k?+7k+8 k*+4k3 4+ 12k*+ 22k + 24

=5,
esitlikleri elde edilmistir (Falcon, 2013).

Benzer sekilde k -Lucas dizisine Catalan doniisiimii uygulandiktan sonra bulunan CLy,

terimlerine Hankel doniisiimii uygulanirsa;
e HCLy, = det[k] =k,

k k?+k+2

e HCL,, =det = —4,
2 k2+k+2 k3+2k? +5k+4
[ ] HCLk,3
k kK?+k+2 k3+2k*+5k+4
= det kK2+k+2 k3 +2k*+5k+4 k* 4+ 3k3 4+ 9k? + 14k + 12
k3 +2k*+5k+4 k*+3k3+9k%2+4+14k+12 k5 + 4k* + 14k3 + 30k? + 46k + 36

= k3 — 4k? — 8k — 16,

sonuglarina ulasiimistir (Ozkan vd., 2020).

3.1.4. Hiperbolik k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlar:

Bu bolimde k -Fibonacci ve k -Lucas dizilerinin hiperbolik kuaterniyonlar {izerine bir
uygulamasi yapilmistir. Daha sonra bu uygulamanin Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve
toplam formiilleri gibi bir¢ok 6zellikleri tizerine bilgiler verilmistir. Son olarak da k-Fibonacci
ve k-Lucas dizileri ile hiperbolik kuaterniyon degerleri iliskilendirilmesi yapilarak bir¢ok

bagint1 kesfedilmistir.
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Tanim 3.14.1. k € R ve n € N olsun. Hiperbolik k -Fibonacci kuaterniyonlar1 HF, ve
hiperbolik k-Lucas kuaterniyonlar1 5 Ly » sirastyla su sekilde tanimlanmustir:

HFk,n = Finis + Fensala + Feni2lz + Fignisia = Fin Fonen Fenvz Fiones)
ve

HLin = Linis + Ligns1iz + Ligne2is + Linesis = Liens Lina1s Lins2s Lignas)-

Burada Fy,,; n'" k-Fibonacci dizisinin terimidir, Ly ,; n** k-Lucas dizisinin terimidir ve

i1,15,13, I4 1se Tablo 1’deki hiperbolik kuaterniyon degerleridir (Aydin, 2018).
Asagida ise bu dizilerin hiperbolik kuaterniyonlarinin ilk {i¢ terimi yazilmistir:

o HFo=i,+kis+ (k% + 1)iy,

o HFy =iy +kiy+ (K + iz + (k3 + 2k)iy,

o HF, =kiy+ (k* + )iy + (k3 + 2k)is + (k* + k3 4+ 2k? + 1)i,
ve

o HLyo=2iy +kiy + (k? + 2)iz + (k3 + 3k)i,,

o HLyq =kiy+ (k? 4+ 2)iy + (k3 + 3k)is + (k* + 4k? + 2)i,,

o HLp, = (k?+2)iy + (k3 + 3k)iy + (k* + 4k? + 2)i5 + (k° + 5k + 5k)iy,

seklinde bulunmustur (Aydin, 2018).

Asagidaki teoremlerde hiperbolik k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlar: ile ilgili énemli

teoremler verilmistir.

Teorem 3.1.4.1. k € Rve n,t € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler dogrudur (Godase,
2021):

. HFk,n+2 = kﬁFk,n+1 + HFk,m

|| HLk,n+2 = kHLk,n+1 + H/Lk,n,

Xixt-xx%

iii. (Binet Formiilleri) HE, = ve AL, = x;xI" + x,x},

X1—X2

burada

— _ ; 2: 3: _ 2 .3
X1 =10 +x10p +x1%13 + x1°1 = (1, %1, %1%, %1°),
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Xy = iy + Xpip + 5205 + 2570, = (1, X5, %52, %5°).

seklinde ifade edilmistir.
iv. X1o(7) k'HFy; = HFyom,
V. Z?:o(?) k'HLy; = HLy 20,
vi. HFk,n+t = Fk,nHFk,t+1 - Fk,n—lﬁFk,tv
Vii. AFj 54t = Lk,nHFk,n+t - (‘DnﬁFk,t-
Ispat. i. Hiperbolik k-Fibonacci kuaterniyonlarmn tamimi kullanilirsa asagidaki esitlikler elde
edilir:
kHAFype1 + HFn = k(Fineais + Finazlz + Foneals + Fineals)

+(Frnis + Finvalz + Fenials + Finesis)
= (kFyn+1 + Fin)is + (kFinsa + Fini1)iz + (KFines + Finez)is

+(kFin+a + Fines)ia
k-Fibonacci dizisinin tekrarlama bagintisi kullanilirsa

HFyniz = kHFy i1 + HFyep
esitligi elde edilmistir.
v. Hiperbolik k -Lucas kuaterniyonlarin Binet formiilii ve binom toplam formiillerinin
ozellikleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:
to(D) Kt HLy; = Xiso(7) k' xixi + x5
=TS (1) ki + T B (%) ki
=X (1 + kx)" +x,(1 + kx,)™.
Son esitlikten
1+ kx; =x2,1+kx, = x2 ve HCL, = x;xI' + X,x%

bagintilar1 kullanilirsa

?:0(?) kiHLk,i =X x{" + x5t = HLk,Zn-

istenilen esitlik elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.
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Diger ispatlar hiperbolik k-Fibonacci kuaterniyonlarin tanimi, Binet formiilleri ve k-Fibonacci

ve k-Lucas dizilerinin karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilarak gosterilir.

Teorem 3.1.4.2. k € Rve n,t € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler dogrudur (Godase,
2023):

i. 2HFy it = FynHLyy — Ly nHFy

ii. 2HLy gt = LinHLy, + (k2 + 4)Fy  HF o,

iii. 2(= 1) HFpn—¢ = HF pLiy — HLy nFie s,

iV. 2(= 1) HLypn_y = HLy pLy e — (k? + 4)HF)  Fy ;.-

Ispat. i. Hiperbolik k -Fibonacci kuaterniyonlari, hiperbolik k -Lucas kuaterniyonlar, k -

Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin Binet formiilleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilir:

77 Tr o (X1XZ (b oot n o oy XiXi—%x5
FenHLygt — LgnHFy e = % (121 +X2x3) — (X1 + x2) (———)
1 2 X1—Xp
_ 2 X_]_X{H't—Ex%H—t
- X1—X2

Son esitlikten
2HFk,n+t = Fk,nHLk,t - Lk,nHFk,t

olup istenilen esitlik elde edilmistir.

Diger ispatlar da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 3.1.4.3. k € Rve n,t € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler dogrudur (Godase,
2023):

I. HFk,nLk,t = (_1)tﬁFk,n—t + HFk,n+t1

“ HLk,nLk,t = (_1)tﬁLk,n—t + HLk,n+t'

Ispat. i. Hiperbolik k -Fibonacci kuaterniyonlari ve k -Lucas dizilerinin Binet formiilleri

kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilir:

X1X1 ~XpX)

HFynLye = ( )(xf + x5)

X1—X2
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+t n+t

Xt g P e ata X Dk

X1—X2

Xttt n xbxb Gt —xzx Y

X1—%5 X122
Bu son esitlikten
HFnlie = (F1) HFyn¢ + HFinae
esitligi elde edilmistir.
ii. Hiperbolik k-Lucas kuaterniyonlar1 ve k-Lucas dizilerinin Binet formiilleri kullanilirsa
asagidaki esitlikler elde edilir:
HLpnLie = Gerxt + %x3) (xf + x5)
=X X1+ XX+ X + Xpxg x|
= X7+ Xpxg g + X (0x] T+ Xxg )
Bu son esitlikten
HLgnLie = (F1) HLypoy + HLy s

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmistir.
3.2. k-Jacobsthal-Lucas yapisi ile doniisiim uygulamasi

Bu baslik altinda k -Jacobsthal-Lucas dizisi tanimlanmistir. Ayrica, bu dizinin terimleri
arasindaki iligkiler incelenmistir. Son olarak da k -Jacobsthal-Lucas dizisinin Catalan

doniistimii tanimlanmastir.
3.2.1. k-Jacobsthal-Lucas dizisi

Tamm 3.2.1.1. Ilk iki terimi j, o = 2 ve j, ; = 1 olmak iizere
jk,n+2 = jk,n+1 + ijk,ni ne Na keR (34)
tekrarlama bagintisi ile tanimlanan diziye k-Jacobsthal-Lucas dizisi denir (Akkus vd., 2021).

Bu bagmtida k =1 alindiginda bilinen Jacobsthal-Lucas sayilar1 elde edilmistir. k -

Jacobsthal-Lucas dizisinin karakteristik denklemi,
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y2—y—2k=0
seklindedir. Bu denklemin kokleri;

1+v1+8k 1-v1+8k
= > ve yz = >

Y1
elde edilmistir. Karakteristik denklemin kokleri i¢in asagidaki esitlikler saglanmistir:
Vi+Y: =1, y1y, = =2k, y1 —y, =V1+8kvey? +y; = 1+ 4k.
Ek olarak k-Jacobsthal-Lucas dizisinin Binet formiilii ise,
Jen =¥1 + 2
bigiminde elde edilmistir (Akkus vd., 2021).
Asagida baz1 k-Jacobsthal-Lucas dizisinin terimleri verilmistir (Akkus vd., 2021):
* Jko =2,
* Jjk1=1,
* Jjr2=4k+1,
* jk3=6k+1,
® Jjra=8k*+8k+1,
® Jjrs=20k?+ 10k + 1,

* Jjre =16k +36k*+ 12k + 1.

(3.5

Ek olarak k- Jacobsthal-Lucas dizisi ile ilgili bazi onemli ozellikler asagidaki teoremde

verilmistir.

Teorem 3.2.1.1. n € N ve k € R olmak {izere asagidaki esitlikler dogrudur (Akkus vd., 2021):

i-jk,n = (_Zk)njk,—ru
ii. (Cassini Ozdesligi) jxn—1jin+1 — Jien = (—2k)"1(8k + 1).
Ispat. ii. k-Jacobsthal-Lucas dizisinin Binet formiilii kullanilirsa
Jn-tkntr — Jien = O 1+ Y3 DO+ — O + ¥y O + 1)

n -1,,n+1

= yi Yyt +yr Tyt - 2ytyR
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— ynyneYz ¢ V1
—3’1)’2(y1+y2 2)

esitlikleri elde edilmistir. Son esitlikten k-Jacobsthal-Lucas dizisinin karakteristik denkleminin

ozellikleri kullanilirsa

jk,n—]jk,n+1 _jI%,n = (_Zk)n_l(Bk +1)

istenilen elde edilmistir ve boylece ispat tamamlanmustir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilir.
3.2.2. k-Jacobsthal-Lucas dizisinin Catalan doniisiimii

k-Fibonacci dizisinin Catalan doniisiimii olan

CFyp = n _i (Zn

i=0on—i\n —i )Fk“ neN

dontisimii  kullanilarak k -Jacobsthal-Lucas dizisinin Catalan doniisimii asagidaki gibi

tanimlanmustir.

Tanmim 3.2.2.1. k-Jacobsthal-Lucas dizisinin Catalan doniisiimii Cjy, ,, ile gosterelim. Boylece

. i (2
C]k,n =i l ( no )]ku n e N. (3-8)

1=0on—i\ n —

seklinde tanimlanmustir (Akkus vd., 2021).

Bu dontisiim yardimiyla Catalan k-Jacobsthal-Lucas dizisinin terimleri asagidaki gibi elde
edilmistir (Akkus vd., 2021):

¢ Gm s (D)
G = T D=2+ (D =k +2
)
i

G
* (jy3z = Xi o;(g:i:
(s

o (jya= Zf o%

o Clis =380 (s )i = 52K + 152k + 42
o Ceo =30 ("2 7 Ve = 16k + 268K + 512Kk + 132,
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Bulunan Cjy ,, dizisi C Catalan iiggen matrisi ve n x 1 boyutlu j, ,, matrisinin ¢arpimi1 olarak

da yazilmistir. Yani

Clka 1 Tk
Ck,2 11 Jk,2
Cjks|=1221 Jr3l
lcjk,4J 5553 ljkAJ
Bulunan degerler yerine yazilirsa
[ 1 1 [1 =1 1 1
| 4k+2 | |11 ol dk+1 |
| 14k+5 |=l221 .. || ek+1 |
[8k2 + 46k + 14J |l5 553 - “8k2 + 8k + 1J

esitligi elde edilmistir.
3.2.3. Catalan k-Jacobsthal-Lucas dizisinin Hankel doniisiimii

k-Jacobsthal-Lucas dizisine Catalan doniisiimii uygulandiktan sonra bulunan Cj, ,, terimlerine

Hankel doniigiimii uygulanirsa;

o HCjg, = det[1] =1,

. HCjo, = det| 1 4k + 2

— 2 _
4k + 2 14k+5]_ 16k™ =2k + 1,

1 4k + 2 14k + 5
e HCjyz =det| 4k + 2 14k + 5 8k? + 16k + 14
[14k +5 8k?+ 16k + 14 52k? + 152k + 42

= —384k* —3232k3 + 2024k? + 2282k — 255,

sonuglari elde edilmistir (Akkus vd., 2021).
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4. BULGULAR

Bu boéliimde Bakir Fibonacci ve k-Oresme dizilerinin tanimi, 6zellikleri, Catalan doniistimleri

ve hiperbolik kuaterniyonlar {izerine uygulamalar1 ile ilgili bilgiler verilmistir.

4.1. Bakar Fibonacci ve Bakir Lucas Yapilari ile Doniisiim ve Kuaterniyon Uygulamalari

Bu baglik altinda her terimi kendisinden dnce gelen iki terimin toplami olarak ilerleyen klasik
Fibonacci dizisinin yeni bir genellemesi olan ve limit durumunda metalik oranlardan bakir orani
degerini veren Bakir Fibonacci dizisi tanimlanmistir. Bu dizinin tekrarlama bagintisindan
yararlanilarak Bakir Lucas dizisi tiiretilmistir. Her iki dizinin karakteristik denklemleri ve
kokleri bulunarak derin matematiksel iligkiler kurulmus; kapali formiilleri, iireteg¢ fonksiyonlari
ve binom toplam formiilleri ayrintili sekilde incelenmistir. Ayrica bu diziler igin Cassini,
Catalan, d'Ocagne ve Vajda gibi kritik matematiksel 6zdeslikler dogrulanmis ve elde edilen
Ozgiin bulgular literatiire kazandirilmigtir. Ek olarak, bu dizilere Catalan doniistimii uygulanmus,
elde edilen yeni diziler Hankel doniisiimiine tabi tutularak orijinal determinant yapilari elde
edilmistir. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin son agsamada dort boyutlu hiperkompleks
say1 sistemlerinden olan hiperbolik kuaterniyonlara uygulamalar1 yapilarak; eslenik, norm,

Binet formiilleri ve 6zel 6zdeslikleri sistematik olarak hesaplanmustir.

4.1.1. Bakar Fibonacci ve Bakir Lucas dizileri

Tanmim 4.1.1.1. ilk iki terimi BF, = 0, BF, = 1 olan ve
BF,,, = 4BF,,, + BF,, n € N (4.1)

tekrarlama bagintis1 ile tanimlanan diziye Bakir Fibonacci dizisi denir (Ozkan ve Akkus,
2024Db).

Bakir Fibonacci dizisinin ilk birkag terimi su sekilde bulunmustur:

0,1,4,17,72,305,1292,5473,23184, 982009, ...

Tamm 4.1.1.2. ilk iki terimi BL, = 2, BL, = 4 olan ve
Bly,, = 4BL,., + BL,, n €N (4.2)

tekrarlama bagintisi ile tanimlana diziye Bakir Lucas dizisi denir (Ozkan ve Akkus, 2024b).
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Bakar Lucas dizisinin bazi terimleri su sekilde siralanmustir:
2,4,18,76,322,1364,5778,24476,103682, ...
Bu bilgilere gore Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,
r2—4r—-1=0 4.3)
seklinde olup bu denklemin kokleri ise;

k=2++5=423606797749979 ..ve 8 =2 —+/5

olarak elde edilmistir. Buradaki x sayisi metalik oranlardan bakir orandir. Ayrica Bakir
Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin terimlerini asagidaki esitlikler yardimiyla da (Kapali
Form) elde edilmistir (Ozkan ve Akkus 2024b):

lnT_lJ (n—l—q) 4n-1-2q

e BE, = Zq:O a

e BL,= Zhgzjofq(”;q) 4n-24,

Asagidaki teoremlerde Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizileri ayrintili bir sekilde ele alinmais,
bu dizilerin temel Ozellikleri, aralarindaki matematiksel iligkiler ve birbirleriyle olan
baglantilar1 incelenmistir. Ayrica s6z konusu dizilerin birbirinden nasil tiiretilebildigi ve bazi

onemli 6zdeslikler araciligiyla aralarindaki yapisal benzerlikler ortaya konulmustur.

Teorem 4.1.1.1. (Binet formiilleri) n € N olmak iizere Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas

dizilerinin Binet formiilleri asagidaki gibi ifade edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b):

i BF, = ==,
ii. BL, = k™ + 0™,

Ispat. i. Bakir Fibonacci dizisinin Binet formiiliiniin elde edilmesinde, ikinci dereceden

dogrusal tekrarlama bagintilar1 i¢in tanimlanan genel Binet formu kullanilmistir:

BF, = Sk™ + ToO". 4.4)
Buradaki S ve T reel sayilar1 dizinin baglangic degerlerine bagl olarak elde edilen denklem
sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilmistir. n =0 ve n =1 i¢in elde edilen denklem sistemi
¢ozildiugiinde S = ﬁ veT = ﬁ elde edilmistir. Boylece bu bilgilere gore Bakir Fibonacci

dizisinin Binet formilia
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Kn_gn

BE,

seklinde elde edilmistir.

Bakir Lucas dizisinin Binet formiilii de benzer sekilde bulunur.

Asagidaki teoremlerde, Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizileri ile bu dizilerin karakteristik
denkleminin kokleri arasindaki iliskileri incelenmistir. Bu dizilerin karakteristik denkleminin
kokleri ile dizilerin terimleri arasindaki iligkiden elde edilen bagintilarin her iki kokte de

saglandig elde edilmistir.

Teorem 4.1.1.2. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin ardigik iki teriminin biiyiik olaninin

kiiciik olanina oran1 metalik oranlardan bakir oranina yakimsamistir (Ozkan ve Akkus, 2024b):

lim 25t — e ve lim Zintt — g

n—oo n n-oo BLp

Ispat. Bakir Fibonacci dizisinin Binet formiilii kullanlirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

ntl_gn+il _— O n+1
K (A=-(G)")

. BFpyq -0 T
rlll—r}go BF, T e T rll—>oo n(l_(g)n)
K—0 K K.

Son esitlikten limit 6zellikleri kullanilarak

lim 2t —
n—-oo BFn

olup istenilen elde edilmistir.

Bakir Lucas dizisi igin
lim Bintr — o
n—oo BLp

esitligi de benzer sekilde bulunmustur.

Teorem 4.1.1.3. n € N iizere asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve Akkus, 2024b):

2n BFZn /_ BLZn 1

I K
ii. 921 = 222 (295 — 1)V/5 — 2=,

BF, BLan+1
2n+1 — __272n /5 + KTn’

Ii. K
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iv. g2+l — _B’:ﬁ\/g _ g Blans
' 2 4
v. 2v/5BE, + BL,, = 2k™,

vi. 2V5BE, — BL,, = —26™.

Ispat. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

2n 9271 2n—1+92n—1

BFZTI ’\/_ BLZTI 1 — 2 '\/_K

4

K2n+1_K92n_K2n—1_92n—1

4

_ xzn(ic—%)+92n(—x—%)

4
Son esitlikten
9=—1,K=—lvek+0=4
K 0
bagmtilar kullanilarak
2n BFZn \/_ BLZn 1
esitligi elde edilmistir.
2n 92n 2n 1+92n 1

i, 2221 (2/5 — )5 — Zhanct (2v5 — ) 2v/5 —

Kk—0)4

—K2Mgy@2ntl_y2n-1_g2n-1

4

_ k?(—0—2)+62"(6—)

4

Son esitlikten
0=—1,K=—lvek+9=4
K 0
ozellikleri kullanilarak
2n _ BFan _ __ Blan—
0" = > (2V5 — K)V5 —
istenilen elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.
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Teorem 4.1.14. s=k ya das =6 ve n,m,p,r € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
gecerlidir (Ozkan ve Akkus, 2024b):

i.s™ = sBF, + BF,,_4,

. BFym—py = S"PBFym + s"™BE,y,
iii. s?® = s"BL,, — (-1)",

iv. s" = s™BF,,_,.1 +s™ 'BE,_,,,

V. s = S"BFnr _ (=" BFn@r-1)
' BFy, BFy

Vi. 2@ DBL iy = 1 4 4s + 52277141,

Ispat. i. Bakir Fibonacci dizisinin Binet formiilii ve bu dizinin karakteristik denkleminin

ozellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

S = K i¢in

xn—en) (xn—l—en—l) _ KM 41) -0 (k041) o

sBE, + BF,_, = ;c( — — L

s =0 igin

on.

n_gn n-1_gn-1 n-1 _pn—-1/p2
SBE, + BF,,_, =86 (" 6 ) (K 0 ) _ KM 0+ -0 (0% +1)

K—0 k-0 k—0
Son denklemden istenen elde edilmistir.
iii. Bakir Lucas dizisinin Binet formiilii ve bu dizinin karakteristik denkleminin 6zellikleri
kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:
S = K i¢in
S"BL, — (—1)" = k™(k™ + ™) — (kO)" = K?".
s = 6 i¢in
S"BL, — (—1)" = 6™ (k™ + 8™) — (k)" = 97",
Son denklemden istenen elde edilmistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki teoremlerde Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizileri arasindaki 6zel iligkiler

verilmistir.
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Teorem 4.1.1.5. n € N olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan ve Akkus, 2024b):
: 1 1

i. BF, = —BLp.1 — = BLy,

ii. BL, = 2BF,,, — ABF,.

Ispat. i. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:
1 1 1 1

RBLn+1 - EBLn = E(Kn-l_l + 6n+1) - E(Kn + 9”)

= = [k (k= 2) — 0™(2 — )]
Son esitlikten

2—-0=+vV5k—2=V5vex—0 =25
karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilarak
1 1
BF, = 1_oBL"+1 — EBLn

istenilen elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger sikkin ispati da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.1.1.6. m,n € N ve n > m olsun. Buna gére asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve
Akkus, 2024b):

I. BFpim+1 = BFny1BFyq + BE,BFy,

ii. BLyyms1 = BLyy1BFyeq + BLyBE,,

2 _ 1 1 BFy
. BE; = s BL,, + 10 B,
. BLp

iv. BL2 = BLy, + 2 T

V.BL% + BL%,, = BLyy + BLyp 2,
Vi. BE? + BF?,, = BF,,,,,.

Ispat. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

n+1_9n+1 Km+1—9m+1 Kn_gn Km_em

K—0 K—0 K—0 K—0

i. BF,,1BFy.4 + BE,BE,, =~
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_ Kn+m+1 (K_e)_9n+m+1 (K—G)
B (k=6)>

Kn+m+1 _9n+m+1

Kk—6
= CFrim+1-
U Kkt-gmn BF,,
. BF., = ———= —oen = xmen Buradan
(ngn = _ BF-n
BFy,
bulunmustur. Daha sonra
2 _ K'=O"K"-0™ k407" -2k"0" 1 1 non
BE; = k-0 k-0 (k-0)(k—-8) 20 BLan 0% 0.

esitligi ile beraber degerlendirilirse

1 BF,
10 BF_,

1
BFnZ = %B LZTL +
istenen elde edilmistir.

V.BL% + BLy,q = (K™ + 6™) (k™ + 6™) + (k™! + 0™ (k™ + 0™
— (K2n + 6211) + (K2n+2 + 92n+2) + 2KMO™ + 2xntlgn+tl
= BLyp + BLypio + 2(—1)" + 2(—1)"*?
= BlLon + BLany2

esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmaistir.
Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki teoremlerde Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin 6zel toplam formiilleri ve

binom toplam formiilleri {izerine ¢alisma yapilmustir.

Teorem 4.1.1.7. m,n,p,r € N olsun. Buna goére asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve
Akkus, 2024Db):

~BFyy4r4p+(—1)"BFyyip+BFy_p+BF,

<r
i.y" _ BF _ 1+(=1)"—BL, » P
+ Zim=0 B frm+p —BFnyir+p+(—=1)"BEnqyyp+BFp_r+BF, di”er’
1+(=1)"—BL, »alg
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_BLnr+r+p+(_1)TBLnT+p_BLT—p+BLp
.- 14+(—=1)"-BLy
ii. Y=o BL =
Yin=o rm+p (=1)"BLny4+p—BLp—r+BLyp

, p<Tr

—BLlnrirs . ’
7P diger

1+(=1)"—BLy

Ispat. i. Bakir Fibonacci dizisinin Binet formiilii, geometrik seriler ve karakteristik denkleminin

Ozellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

n_pp _Zn KPP kP oy (Kr)m_ 0P n (Qr)m
m=0P " rm+p — 4y=0 Kk—8 T k—g&y=0 k—0 ~Y=0
kP NTHr_q gr @nr+r_q
T k-6 kT-1 k-0 67-1
—BFnr4r+p+(—=1)" BFny4p+BFr_p+BFp, <7
_ 1+(-1)"-BL, » P
—BFpryrep+ (1) BEyyyp+BFy_r+BF, ..
nr+r+p nr+p p-1r p,dlger

1+(=1)"—BL,

Boylece istenen elde edilmis olup ispat tamamlanmustir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilir.

Sonug¢ 4.1.1.1. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin ardisik, tek ve ¢ift indisli terimlerinin
toplami asagidaki gibi elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b):

_ 5BFy+BFp_1—1

i g By, =
“ Z?nzo BLm = w,

iii. Z?n=0 BFZm — BF2n+2—136F2n—BF21
iv. Z;lnzo BLy, = BL2n+2—BL2n+BL2_2,

16

BF, —BF; -2
n __bI2n+3 2n+1
V. Zmzo BF2m+1 - 16 y

BLyn+3—BLan+1

. n _
VI Zm:O BL2m+1 - 16

Ispat. Teorem 4.1.1.7., bilgileri kullanilarak elde edilir.

Teorem 4.1.1.8. n € N olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan ve Akkus, 2024b):

LY, (7) 4)BF; = BFyy,
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i. ¥ (1) 4/BL; = BLan,
iii. 27 (1) (-1)/BF; = (~4)"BF,
iv. 370 (%) (~1)/BLy; = (~4)"BLy.

Ispat. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin Karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:
kK2 =4k +1veh? =46 +1.
Bu bilgilere gore

Kj_gj

B3 B8 = 21 ()

-1 yn (n)4j j_ L yn (n)4j j
e 2i=o\j) ¥ K — g hj=0 ;) 0

[(1+4)™" = (1 +40)"]

1
K—6

=1 (COLRICOR

o)

Fyp.
Son esitlikten istenen elde edilmistir.

V. oo (7) (C1)7BLay = T () (1 (e + 67))

=570 () DI + 51 () (1) 6%
=(1-k})"+(1-62)"

= (—4K)" + (—46)"

= (~4)"(k" + 6™)

= (—4)"BL,,.

Son esitlikten istenen elde edilmistir.
Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki teoremlerde Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin 6zel iirete¢ fonksiyonlari

lizerine ¢alisma yapilmistir.

40



Teorem 4.1.1.9. r,n,p € N ve p > r olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan ve
Akkus, 2024Db):

__ BFp—x(-1)"BFp—_r

L) G BF o ip,x™ =
Ln=o BFrnip 1-xBLy+(—1)Tx2’

BLy—x(=1)"BLp_r

ii. Y04 BL x™ =
Yn=0 BLrnip 1=xBLy+(—1)Tx2"’

T r
oo oo BFn g ef¥-efx
i Yo X" = —

. o Blrn _.n _ k'x o7 x
V. Dm0 —Txt=ef T et

Ispat. Bakir Fibonacci, Bakir Lucas dizilerinin Binet formiilleri, bu dizinin karakteristik
denkleminin ozellikleri ve geomerik serilerin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde
edilmistir:

Krn+p _ grn+p

H (o] n _— co n
I. Zi:OBFrn+px —Zn=0 K—0 X

kP gpr
= — Ln=o(K"X)" = — X (7)™

__ kP 1 op 1

K—60 1-k"x Kk—601-0Tx

_ BRp—x(= 1)"BFy—r
1-xBLy+(—-1)Tx2"

. BL K™ 49™
[ee] ™m ..Mn oo n

iv. Z”=0_nz x _Z”=°—n! X

(kTx)™

n!

(CiE
n!

= Z?lozo + Z‘;.lo=0

= el 4 0%,
Son esitlikten istenen elde edilmistir ve ispat tamamlanmuistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Sonuc 4.1.1.2. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin 6zel {irete¢ fonksiyonlar1 asagidaki

gibi elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b):

- [oe) — x
i. BF (x) = YXp—o BEx™ = 1-4x—x?'
. . . 2-4x
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Ispat. Teorem 4.1.1.9., bilgileri kullanilarak elde edilir.

Asagidaki teoremde Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin 6zel 6zdeslikleri iizerine

hesaplamalar yapilmaistir.

Teorem 4.1.1.10. n,i,j € N ve i,j < n olsun. Buna gére asagidaki esitlikler dogrudur: (Ozkan
ve Akkus, 2024b):

i. Cassini Ozdesligi

BFyy1BF,_y — BFZ = (1),
BL,41BL,_4 — BL2 = 20(—1)"" 1.

i. Catalan Ozdesligi

BFy.iBF,_; — BE} = (-1)"""*'BF?,
BL,.;BL,_; — BL% = 20(—1)"‘BF?.

iii. d’Ocagne Ozdesligi

e BFy4,BF; — BF,BFy,, = (—1)!*1BF,_,,
e BL,.BL,—BL,BL;,; = 20(—1)'BF,_,;.
iv. Vajda Ozdesligi

o BFyyBFy,; — BF,BFy,;,; = (—1)"BF,BF,
¢ BLyyBLyy; — BLyBLyyiy; = 20(—1)"*'BF,BF,;.

<

. Halton Ozdesligi

1 i i
BFyiBFy i — BFyjBFy_j = 5[(_1)71 ]Bsz — (=" 'BLy],

BLypyiBLy_; — BLyyjBLy_; = (—1)"'BLy; — (—1)™/BLy;.

vi. Padilla Ozdesligi

o BFj,, + BF;_; —3BE,BF,BF,, = %(BF3n+6 — 3BF3p43 + BF3p—3 + 3BFyp43
—3BFp+2 + 3BFyp11),

e BI3,,+BI3 | —3BL,BLpy1BLysy = Blayyg + 3BLysy+BLay_s + 3BLy_;

+20(—BFspy3 — 3BF,_y + 3BF, 41 + 3BFyn.3).
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vi. Melham Ozdesligi

1

1
* BFy1BFni2BFny6 — BFn3 = 20 (BF3n+9 — BF3, — WBFn+7 (- 1)n+2 —72 BFn+s
3
+ e BR - 1)n+6 ——— BF,_3),
® Blpy1BLyioBlpye — BL% = Bl3nt9 — BL3p + (- 1)n+1 BLk n+7 T s (- 1)n+2 BLk n+5
———BL,+———BL
1" (- 1)"+6 no3

vii. Gelin-Cesaro Ozdesligi

1 1
® BFyp,3BFn1BF,_1BF,_, — BE} = %(WBLWHAL-"WBLZTHZ-FWBZ%

e 1)n iy Blana + BLy + 1)n+1 o Blan-a + s Blan — 90),
[ ] BLn+ZBLn+1BLn—1BLn—2 - BL4 == ( 1)n > BL2n+4, +( 1)71 1BLZTL+2 +(1)TBL6
18
+ = BLon—2 + s + s Blan—s — 5z BLan — 5.

Ispat. i. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik
denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir: Bakir Fibonacci dizisi
i¢cin

Kn+1_6n+1 Kn—l_gn—l Kn_en Kn_en

BFn+1BFn_1 - BFnZ - K—0 K—0 N k-0 k-6

K2n_Kn+19n—1_9n+1Kn—1+92n KZn_ZKn9n+92n

(k—6)? (k—6)?

_xOE (kO p(ep)n
T k-6)2  (k-0)2  (k-6)2

= (-1)"

Benzer sekilde Bakir Lucas dizisi i¢in
BLy,1BL,_q — BL% = (k™1 + 0™ D) (k™1 + 9771) — (k™ + 0™) (k™ + ™)
— (2N 4 FIgN-1 4 gntl,n-1 4 g2n _ 4 2n _ gmgn _ g2n
= (kO)"(-5-2+2)

=20(-1)"1.
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Son esitliklerden istenen elde edilmistir ve ispat tamamlanmistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

4.1.2. Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Catalan doniisiimleri

Asagida Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Catalan doniisiimii tanimlanmistir.
Ardindan bu doniisiimlerden elde edilen yeni dizilerin bazi temel o6zellikleri incelenmis ve

cesitli bagintilar1 ortaya konulmustur.

Tanim 4.1.2.1. Bakir Fibonacci dizisinin Catalan doniisimii CBF, ile gosterilmistir. Boylece

_wn I (2n—1

)BFl-,n €N (4.5)
seklinde tanimlanmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b).

Bu déniisiim yardimiyla Bakir Fibonacci dizisinin Catalan doniisiimiiniin bazi terimleri:

e CBF, =Y! "(ZZE)BFizL

i=0,_;\1

e CBF,=Y2 "(4:2)3&:5,

i=0,4_; 2
e CBF; =27,
e CBF, = 148,
e CBF; = 816,

e CBF, = 4501,

seklinde bulunmustur. Bu doniisiimiin terimlerini matrisler yardimiyla da gdsterilmistir. Yani,

CBF,1 11 'BF;
CBF, 11 BF,
CBE;| |2 2 1 BF,
CBF,|=|5 5 3 1 BF,
CBF;| 14149 4 1 BF;
CBF,| 424228145 1||BF,

seklinde elde edilmistir. Acik formatta yazarsak asagidaki esitlik saglanmistir (Ozkan ve Akkus,
2024b):
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[s] [0 [«
27 l=l221 .. ll17]
| R |72

Tamim 4.1.2.2. Bakir Lucas dizisinin Catalan doniisiimii CBL,, ile gosterilmistir. Boylece

i (2n—1i

)BL,n €N (4.6)
seklinde tanimlanmstir (Ozkan ve Akkus, 2024b).

Bu déniisiim yardimiyla Bakir Lucas dizisinin Catalan doniisiimiiniin terimleri:

L (2—i
e CBL, = }=02L_i(1_i)BLi=4,

(4
e CBL,= %zoﬁ(z B l,) BL; = 22,
e CBLs =120,
e CBL, = 660,

e (BLg = 3644,

seklinde bulunmustur. Bu doniisiimiin terimlerini matrisler yardimiyla da gosterilmistir. Yani,

‘CBL,17 1 ‘BL,"
CBL[ |1 1 BL,
CBL;| |2 2 1 BL,
cBL,|=|5 5 3 1 BL,
cBL| 114149 4 1 ||BL,
cBL,| 424228145 1||BL,

seklindedir. Agik formatta yazarsak asagidaki esitlik elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b):

15

1 .. |l76]l
53 [322J

Asagidaki teoremde Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Catalan doniisiimiiniin {lirete¢

fonksiyonlart ile ilgili bilgiler verilmistir.
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Teorem 4.1.2.1. n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler dogrudur: (Ozkan ve Akkus,
2024Db):

- — o) n _.__E:Ll:iﬁ__
. CBF (x) = Y=o CBE,X™ = —-3+2x+5V1—4x’

.. _ 0 n _ 41—-4x

ii. CBL(x) = X5 CBLyx™ = ———vxu

1-Vv1-4x
2x

x
1—-4x—x2

Ispat.i. BF (x) = ve C(x) = sirastyla Bakir Fibonacci ve Catalan dizilerinin

tireteg fonksiyonlaridir. Buna goére BF (x * c(x)) bileske donilisiimii ile Bakir Fibonacci

dizisinin Catalan doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu elde edilmistir. Bu bilgilere gore
CBF(x) = Y-y CBE,x™ = BF(x  c¢(x))

1-V1-4x
— 2

1_4(1—\/;—4)6)_(1—\/;—4x)2

_ 1-/i-4x
T 3+2x+5vV1-4x

elde edilmistir. Benzer sekilde Bakir Lucas dizisinin Catalan doniisiimiiniin irete¢ fonksiyonu

4V1—-4x

— o n _—
CBL(x) = Y=o CBLyx™ = e

seklinde bulunmustur.

4.1.3. Catalan Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin Hankel doniisiimleri

Asagida Bakir Fibonacci dizisinin Catalan doniisiimii sonucu elde edilen dizilerin terimleri
kullanilarak Hankel matrisleri olusturulmus ve bu matrislerin determinantlari incelenerek

dikkat ¢ekici bir 6zel sonuca ulasilmistir.

Catalan Bakir Fibonacci dizisinin Hankel doniisiimii HCBE, ile gosterilmistir. Hankel

doniislim matrisinin tanimina gore;

_ [CBF;, CBF,] _ 1 571 _
e HCBF, =det CBF, CBF, = det = 97 =2,
[CBF, CBF, CBF;] [ 1 5 27
e HCBF; =det|CBF, CBF; CBF,|=det]|5 27 148| =5,
|CBF; CBF, CBF;l |27 148 816
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CBF, CBF, CBF; C(BF, 1 5 27 148

. |cBE, cBF, cBF, cBF| 5 27 148 816
© HCBE,=det\-pp  cpr, cBF, cBF,|~ %°t|27 148 816 4501
CBF, CBF. CBF, CBF, 148 816 4501 24843

=13,

seklinde elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b).

Asagidaki teoremde Bakir Fibonacci dizisinin Catalan doniisiimlerinin terimlerine Hankel

doniisiimii uygulandiginda elde edilen ilging bir sonug verilmistir.

Teorem 4.1.3.1. n € N ve F, klasik Fibonacci dizisi olsun. Buna gore asagidaki esitlik
dogrudur (Ozkan ve Akkus, 2024b):

HCBFn = FZTl—l'

Ispat. HCBE, # 0 ve HCBE, = detA,detB, seklinde ifade edilmistir. Buradaki A,, ve B,

matrislerinin 6zellikleri asagidaki gibi verilmistir. Matrislerdeki ayristirma metodu kullanilirsa

e A, matrisi, esas kosegeni {1,1, 1, ... } ve ilk siitunu {CBF,,CBF,,CBF;, ...} olann X n
tipinde alt iggen matris olarak elde edilmistir.

e B, matrisi, esas kosegeni {1, 2,;,%,%,%, ...} ve ilk satirn {CBF;,CBF,,CBF;,...}

olan n X n tipinde st tiggen matris olarak elde edilmistir.

Bu bilgilere gore
CBF,=1 0 0 0 0 [CBFl =1 CBF, CBF; CBF, ]
[ CBF, 1 0 0 0] 0 2 k 5
HCBF, =det| CBF; .. 1 0 O0ldet| O 0 ~
CBF, -1 0 0 0 0 13
1 5

bulunmustur. Boylece
HCBEF, = detA,detB,, = detB,, = {b11by2b33b44 ... by}
={1,2,5,13,34,89, ...}
= Fn—1

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmustir.
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Benzer sekilde Catalan Bakir Lucas dizisinin terimlerine de Hankel doniisiimii uygulanmistir.

Bu dontistim HCBL,, gosterilmistir ve asagidaki sonuglara ulagilmistir.
Hankel doniisiim matrisinin tanimina gore;
e HCBL, = det[CBL,| = det[4] = 4 = BL,,

[CBL, CBL,
(CBL, CBL,

4 227

e HCBL, = det 2y 190) =

] = det —4=—BL,

e HCBL; =det|CBL, CBL3; CBL, 22 120 660
[CBL; CBL, CBLs] 120 660 3644

=-176

CBL; CBL, CBLj] [4 22 120

= 10BL, — BL,,

esitlikleri elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b).

4.1.4. Hiperbolik Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas kuaterniyonlari

Bu bdliimde Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin hiperbolik kuaterniyonlar tizerine bir
uygulamasi yapilmigtir. Daha sonra bu uygulamanin Binet formiilleri, toplam formiilleri, 6zel
tireteg fonksiyonlar1 gibi birgok ozellikleri bulunmustur. Son olarak da Bakir Fibonacci ve

Bakir Lucas dizileri ile hiperbolik kuaterniyon degerleri iliskilendirilmistir.

Tamm 4.1.4.1. n € N olsun. Hiperbolik Bakir Fibonacci kuaterniyonlar1 HBF, ve hiperbolik

Bakir Lucas kuaterniyonlar1 ABL,, sirasiyla su sekilde tanimlanmustir:

HBFn = BE,iy + BFy4qi2 + BFy 4203 + BFyy3iy = (BEy, BFy1, BFyi2, BFyi3)

ve
HBLn = BLyiy + BLypy1iy + BLyyoiz + BLyyziy = (BLy, BLyy1, BLyyo, BLyys).

Burada BE,; nt" Bakir Fibonacci dizisinin terimi, BL,; n** Bakir Lucas dizisinin terimi ve
i1,1,13, i, ise Tablo 1°deki hiperbolik kuaterniyon degerleri seklinde ifade edilmistir (Ozkan
ve Akkus, 2024b).

Sirada hiperbolik Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas kuaterniyonlarinin ilk dort terimi asagidaki

gibi elde edilmistir:
Hiperbolik Bakir Fibonacci kuaterniyonlari i¢in

o HBF, =i, + 4i; + 17i,,
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o HABF, =iy + 4i, + 17i5 + 724y,

e HBF, = 4i; + 17i, + 72i5 + 3051,

e HBF; = 17i; + 72i, + 305i5 + 1292i,,
Hiperbolik Bakir Lucas kuaterniyonlari i¢in

e HBL, = 2i; + 4i, + 18i5 + 76i,,

e HBL, = 4i; + 18i, + 76i5 + 322i,,

e HABL, = 18i, + 76i, + 322i3 + 1364i,,

e HBL; = 76i; + 322i, + 1364i; + 5778i,,

seklinde bulunmustur (Ozkan ve Akkus, 2024b).

Tanmim 4.1.4.2. n € N olsun. Hiperbolik Bakir Fibonacci kuaterniyonlarmin eslenigi HBE; ve

hiperbolik Bakir Lucas kuaterniyonlarmin eslenigi HBL}, sirasiyla su sekilde tanimlanmustir

(Ozkan ve Akkus, 2024b):
HBF; = BEiy — BFyyqiy = BFy 4203 — BFyy3iy = (BEy, —=BFyn41, —=BFy12, —BFy.3)
ve

H/BL; = BLyiy = BLyy1ly = BLypyoliz — BLyyziy = (BLy, =BLypy1, =BLyyz, —=BLyy3).

Tamim 4.1.4.3. n € N olsun. Hiperbolik Bakir Fibonacci kuaterniyonlarinin normu ||H BFn” ve

hiperbolik Bakir Lucas kuaterniyonlarinin normu ||H BLn” sirastyla su sekilde tanimlanmigtir

(Ozkan ve Akkus, 2024b):

|HBE,|| = BEZ + BF2,, + BF2,, + BF2,,

ve

|HBL,|| = BLZ + BL2,, + BI2,, + BL? ;.

Asagidaki teoremlerde hiperbolik Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas kuaterniyonlari, bu

hiperbolik kuaterniyonlarin normu ve eslenigi arasindaki iliskiler incelenmistir.
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Teorem 4.1.4.1. n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve Akkus,
2024Db):

i. ABF,,, = 4HBF,., + HBE,,
ii. ABL,., = 4HBL,,, + HBL,,
iii. HBF,,, = 4HBF;,, + HBE;,
iv. HBL},,, = 4HBL},,, + HBL,.
Ispat. Hiperbolik kuaterniyonlarin tanimi ve dizilerin tekrarlama bagmtis1 kullanilirsa
asagidaki esitlikler bulunmustur:
i. 4ABF, ., + HBE, = 4(BF,;1i; + BF,, iy + BF, 3i3 + BFp4is)

+(BE,iy + BFyiql; + BFy i3 + BFyy3is)

= (4BFn41 + BE)iy + (4BFniz + BFyi1)iz + (4BFyy3 + BFy42)is

+(4BFp14 + BFny3)is.

Boylece, BF,,,, = 4BF, ;1 + BE, olduguna gore
HABF,., = 4HBF,,, + HBE,.

esitligi dogrulanmistir.

iv. 4HBL}, ., + HBLY, = 4(BLy41iq — BLyipis — BLyy3is — BLy4ais)
+(BLyiy = BLpy1iz — Blyyais — BLyisiy)
= (4BLypy1 + BLy)iy — (4BLyyp + BLlyyq)iy — (4BLpys + BLyy,)is
—(4BLy4s + BLpi3)is.
Boylece, BL,,, = 4BL, .1 + BL, olduguna gore
HBL:., = 4HBL:, ., + HBL,.

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.
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Teorem 4.1.4.2. n € N olsun. Buna goére asagidaki esitlikler saglamir (Ozkan ve Akkus,
2024Db):

i. ABE, + HBE; = 2BF,i,,

ii. FBF? = 2BF,HBF, + (||HBE,||" - 2BF2)i,,
iii. HBL,, + HBL:, = 2BL,i,,

iv. HBI2 = 2BL,HBL, + (||HBL,||" — 2BI2)i,.

Ispat. Hiperbolik kuaterniyonlarin ve dizilerin tanimi1 kullanilirsa
ii. ABE2 = (BE,iy + BFys1iy + BFyy4is + BF,y3is)(BE,iy + BFyyqiy + BF,ysis
+BF,13i4)
= (BE{ + BFj1 + BEj,; + BEj,3)iy + (2BE,BFy,1)i; + (2BF,BFy5)i3
+(2BE,BF;43)i4
= 2BE,(BE,iy + BF,41iy + BFy.yis + BFy4sis) + (—BE2 + BF2,, + BF2,, + BF2,.)i,.
Son esitlikten ve hiperbolik Bakir Fibonacci kuaterniyonlarin normunun tanimi dikkate alinirsa
HBF? = 2BF,HBF, + (||ABE,||" — 2BE?)i,.
esitligi dogrulanmstir.
iii. ABL,, + HBL,, = (BLyi; + BLy41ip + BLy, i3 + BL, 1 3i3)
+(BLniy — BLpy1iz — BLpypi3 — BLpy3i3)
= 2BL,i,

esitlikleri saglanmistir ve ispat tamamlanmistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.1.4.3. n € N olsun. Buna goére asagidaki esitlikler gecerlidir (Ozkan ve Akkus,
2024b):

i. iyHBF, — i,ABF, 1 — i3HBF,,, — isABF, .3 = (BFp4, + 16BF, )i,

ii. iyHBL, — iyHBL 1 — i3HBLy+p — i,HBLy 3 = (BLyys + 16BL,,1)i;.
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Ispat. i. Hiperbolik kuaterniyonlarm 6zellikleri ve dizinin tekrarlama bagintis1 kullanilirsa
iyHBF, — i;HABFyyy — isHBFy 5 — iyHBFy 3 = (BFy, — BFyyp — BFpyy + BFnig)iy
+(BFu41 — BFyy1 — BFyys + BFyy5)ia + (BFyuyy + BFyyy — BFyyy — BFyu4)is
+(BFni3 = BFy43 + BFyi3 — BFyy3)iy

= (BF, — BFy13 — BFyy4 + BFyi6)i

= (BFp42 + 16BF;41)i;.

esitligi dogrulanmistir ve ispat tamamlanmaistir.
Diger sikkin ispati da benzer sekilde gdsterilmistir.

Asagidaki teoremde hiperbolik Bakir Fibonacci, Bakir Lucas kuaterniyonlari ve onlarin

esleniklerinin Binet formiilleri ifade edilmistir.

Teorem 4.1.4.4. n € N olsun. Buna gore

Krk—-60™
k-6 '

i. ABE, =
ii. ABL, = kk™ + 66",

T %' K"-9 on

. HBE, =

iv. HBL, =% k" + 8 0",
burada

=iy + kiy + k%i3 + k30, = (1, Kk, k%, k3),

=1

K = (iy — ki, — K2%iz — k3i,) = (1, —k, —k?, —K3),
0 =iy +6i, + 6% + 63, = (1,0,602,63)
8 = (i — i, — 0% — 03%i,) = (1, -6, —62,—6%)
seklinde ifade edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024b).

Ispat. i. Hiperbolik Bakir Fibonacci kuaterniyonlarmin Binet formiiliiniin elde edilmesinde,
ikinci dereceden dogrusal tekrarlama bagmntilar1 icin tanimlanan genel Binet formu

kullanilmistir:
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HBE, = Sk™ + To™.
Farkli n degerlerine gore asagidaki denklem sistemi bulunmustur:
ABFy =i, +4i3 +17i, =S+T

HBF, = i; + 4i, + 17i5 + 72i, = Sk + T#.

Buradan
5= HBF|—OHBFy _ iy+Kiy+iiz+i3i, ¥
- K—0 - K—6 R
T = HBF,-xHBF, _ i1+0i,+0%i3+60%i, _ -0
T k6 —(=6) k-6

elde edilmistir. Boylece Hiperbolik Bakir Fibonacci kuaterniyonlarinin Binet formiilii

KK -6
K—6

HBE, =
seklinde bulunmustur ve ispat tamamlanmistir.
Diger siklarin ispatlart da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki teoremlerde, Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin terimleri ile hiperbolik

kuaterniyon degerleriyle iliskilendirilmistir.

Teorem 4.1.45. a,b € N ve a < b olsun. Buna gore asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve
Akkus, 2024Db):

i. HBFyy5p = “22 HBLyyy — 2= HBF,,

ii. ABLysop = V522 HBFqpy — =22 HBL,,
iii. FIBFy 0 = ~22 HBF,,, — 22 HBE,
iv. ABLqyop = ~22 HBLyyy — 22 HBL,.

Ispat. Hiperbolik Bakir Fibonacci, Bakir Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilleri ve bu

dizilerin karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

KZb—l_ga—l Eka_gea
K—0 K—6

1 KZb_eZb

. BF ~
HBEF, il —

~ BLyp—
i ZbHBLa+1_ 24b 1

4

— - 1
(KKa+1 + 90a+1) _ Z

fka+2b(K—%)—§92a+b(9—%)

- 4(k—6)
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, 0 = —%VGK+9 = 4 olduguna gore

BL;p—1

HBFqpp = 22 HBLyyy — ABF,

esitligi elde edilmistir.

1K2b—9

A BF 2b—2_92b—2
V. 2b _—

~ BF
ABL,., — —222HBL, —

(kK® + 00%)

(KKa+2 + 99a+2)

— 1\ = 1
B Kka+2b(K2_K_2)_992a+b(92_9_2)

4(k—0)
0% = %, K? = %ve K + 6 = 4 olduguna gore
HBL,, ., =222 HBL,,, — 2222 fB],.

seklinde ifade edilmistir ve ispat tamamlanmuistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.1.4.6. a,b,c,d € N ve ¢ < a, b. Buna gore asagidaki esitlikler gecerlidir (Ozkan ve
Akkus, 2024b):

i. ABF,,, = BF,HBF,,, + BF,_,HBF,,
ii. HBF,44, = BL HBF,., — (—1)*HBF,,

BFgc 17 BFac—a 17
AeHBFyyq — (-1)* == HBFy,

iii. HBF o pq =
iv. (_1)aCBFab—acﬁBFd = HBFaC+dBFab - HBFab+dBFaca
v. HBF,,,ABL,.. — HBF,,.HBLy,, = BF,_.(—1)%*¢(0,8,26,86).

Ispat. i. Hiperbolik Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas kuaterniyonlarmin Binet formiilleri ve bu

dizilerin karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

- - k-0 (Frbt1_ggh+1 ka-1_ga-1\ (%xb—ggP
BFaHBFb+1 + BFa—lHBFb = ( K—0 )( Kk—0 ) + ( Kk—0 )( k-6 )

= oy K (;c + i) +0gatb (9 + %)]

1 1 - .
-= —0 ve 5= K olduguna gore

ABF,,, = BF,HBF,,, + BF,_,HBF,.

54



seklinde ifade edilmistir ve ispat tamamlanmuistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.
4.2. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas Yapilari ile Doniisiim ve Kuaterniyon Uygulamalari

Bu boliimde klasik Oresme dizisinin parametrik bir uzantisi olarak k -Oresme dizisi
kurgulanmig ve bu bagint1 vasitasiyla k-Oresme-Lucas dizisi kesfedilmistir. Bu yeni dizi
ailesinin de karakteristik yapilar1 ve asimptotik davraniglar1 incelenerek Binet formiilleri ile
toplam formiilleri yapilandirilmigtir. Ayrica, k -Oresme ailesinin de Catalan ve Hankel
dontisiimleri hesaplanarak literatiirdeki diger tamsay1 dizileriyle olan gec¢iskenlikleri analiz
edilmistir. Ek olarak bu diziler i¢in Cassini, Catalan, d'Ocagne ve Vajda gibi Kkritik
matematiksel 6zdeslikler dogrulanmis ve elde edilen 6zgiin bulgular literatiire kazandirilmistir.
Son olarak, bu dizilerin hiperbolik kuaterniyon formlar: tanimlanarak iirete¢ fonksiyonlar1 ve

aralarindaki karsilikli bagintilar cebirsel olarak ortaya konmustur.

4.2.1. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizileri

Tamm 4.2.1.1. {lk iki terimi Oy o = 0, Oy 1 = %olan ve

1
0k,n+2 = 0k,n+1 - ﬁ0k,nv n €N, keR-— {O} (4-7)

tekrarlama bagintis1 ile tanimlanan diziye k-Oresme dizisi denir (Ozkan ve Akkus, 2024a).

k-Oresme dizisinin ilk birkag terimi su sekilde bulunmustur:

(] 0k,0 = 0,
i 0k,1 -

1
* Oz = P

1

¢ Opz==(k?-1),
1 .72

¢ Opa==(k>-2),

¢ Ops =5 (k* =3k +1),
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¢ Ops =5 (k* —4k? +3).

Tamm 4.2.1.2. {lk iki terimi OLy o = 2, OL, ; = 1 olan ve

1
OLensz = OLiner = 25 OLin, n € N, k € R — {0} (4.8)

tekrarlama bagintis1 ile tanmimlanan diziye k-Oresme-Lucas dizisi denir (Ozkan ve Akkus,
202443).

Ayrica k-Oresme-Lucas dizisinin ilk birkag terimi su sekilde bulunmustur:
o OLyo =2,

o OLgi=1,

© Oz =—(k*-2),

* Oy =35> =3),

¢ OLys = (k* —4k? +2),

e OLys = (k* —5k? +5),

o OLpg =z (k® — 6k* + 9k2 — 2).

Bu bilgilere gore k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin karakteristik denklemi,

1
rz—r+k—2=0 (4.9
seklinde olup bu denklemin kdklert;
k+Vk?—-4 k—VkZ-4
a=————Vep =
2k 2k

olarak elde edilmistir. Ek olarak bu koklerle ilgili asagidaki esitlikler dogrulanmigtir:

atf=la-p=86="a2+p2=1-2 ve af =

seklinde bulunmustur. Ayrica k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin terimlerini asagidaki

esitlikler (Kapali Form) yardimiyla da ifade edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a):
n-—1
e Oxn= ZLZOJ (n—]}—l) (—1)1k‘21_1,
z i Y 1 n -1 o Lo
] OLk,n = kzgzzlo (n 1) (-1Dk 2j-1 _EZEF:JO (n ]2 }) (-1)/k 2j-1

j
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Asagidaki teoremlerde k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizileri ele alinarak bu dizilerin temel
Ozellikleri iizerinde durulmustur. Dizilerin yapisal oOzellikleri incelenmis ve aralarindaki
matematiksel iligkiler ortaya konulmustur. Bunun yaninda bu iki dizinin birbirleriyle nasil
baglantili oldugu g¢esitli bagmtilar ve ozdeslikler yardimiyla gosterilmistir. Bdylece bu

dizilerinin teorik yapis1 ve aralarindaki iliski daha agik bir sekilde agiklanmistir.

Teorem 4.2.1.1. (Binet formiilleri) n € N ve k € R — {0} olmak tizere k -Oresme ve k-
Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri asagidaki gibi ifade edilmistir (Ozkan ve Akkus,
2024a):

Ispat. i. k-oresme dizisinin Binet formiiliiniin elde edilmesinde, ikinci dereceden dogrusal

tekrarlama bagintilar1 i¢in tanimlanan genel Binet formu kullanilmistir:
Oxn = Sa™ +Tp™. (4.10)

Buradaki S ve T reel sayilart dizinin baglangi¢ degerlerine bagli olarak elde edilen denklem

sisteminin ¢Oziilmesiyle elde edilmistir. n =0 ve n =1 i¢in elde edilen denklem sistemi

¢oziildiiglinde S = ﬁ veT = — ﬁ elde edilmistir. Boylece bu bilgilere gore k-Oresme

dizisinin Binet formiili asagidaki gibi gosterilmistir:

_ an_ﬁn
Oren = (a-B)k’

Benzer sekilde k-Oresme-Lucas dizisinin Binet formiilii de ayn1 sekilde elde edilir.

Asagidaki teoremlerde, k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin karakteristik denkleminin

kokleri ile bu diziler arasindaki iligkileri incelenmistir.

Teorem 4.2.1.2. k € R—{0} ve |B| < a olsun. Buna gore k-Oresme ve k-Oresme-Lucas
dizilerinin ardigik iki teriminin biiylik olaninin kii¢iik olanina oran1 bu dizilerin karakteristik

denkleminin biiyiik kokiine yakisamustir (Ozkan ve Akkus, 2024a):

) . oL
lim X2 — o ve lim =% — o

n-o Ogn n—oo OLgp
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Ispat. k-Oresme dizisinin Binet formiilii ve limit 6zellikleri kullanlirsa asagidaki esitlikler elde
edilmistir:

an+1_ﬁn+1 an+1(1_(§)n+1)

. Ogn+1 .~ (@-Pk  _ .
fim 522 =~ = i *— e
m @Bk ar(1-(5) )
Son esitlikten
lim Okn+1 —

bulunmustur. Benzer sekilde

. OLy
lim =221 — o
n—oo OLgn

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.

Teorem 4.2.1.3. k € R — {—2,0,2} ve n € N olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan
ve Akkus, 2024a):

" = aVkZ = 4030 + o5 OLizn-1,
ii. 2" = —BVk? — 40; 5, + kl_ZOLIc,Zn—li
1
i, @2t = = V2 =4 O on + @OLy 241,

. 1 7
V. ﬂ2n+1 = _ﬁ k2 - 4‘ 0k,21’l + ﬁOLk,ZTl-Fl'

Ispat. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik
denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

21’1_[32

a-pBk

-. rl\/k - 0k2n+ OLkZTl 1—0(\/](2

kz( 2n 1+BZn 1)

2n+1 ,an 1 2n 1_|_ ,an 1
k2

— 2N L) 2n
=a (a+k2 +p (a—i—kzﬁ

= a?",

esitlikleri elde edilmistir.

2n_p2n
iv. —%\/kz — 4 Oy 2n + BOLyone1 = _kiz k2 — 4 % + B(a?M! 4 g2nth)
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s (aﬁ _k_lz) + g2 +$

— '82n+1
olarak elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki teoremlerde k -Oresme ve k -Oresme-Lucas dizileri arasindaki 6zel bagintilar

verilmistir.

Teorem 4.2.1.4. k € R — {—2,0,2} ve m,n € N iizere asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan ve
Akkus, 20243):

. 1
I. OLgpn = kOg i1 — ;Ok,n—l’

4
k2n’

i. 012, — (k* — 4)0%,, =
i, “= 0 = OLicns1 — = OLignos,
IV. Ok nOLy y, = O 2,

V. OLyn = 2kOp psr — kO,

Vi. O = = OLinss — o Ol
Vii. VkZ — 40, + OLy , = 2a™,

V||| sz - 40k,n - OLk,Tl = —Zﬁn

Ispat. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik
denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

- 1 . antl_pgntl _ la”_l—ﬁn_l
l. kOk,n+1 k0k,n—1 =k (a—P)k k (a—-B)k

a"(a—ﬁ)+ﬁ"(—ﬂ+ﬁ)
a-p

= OLk,n-

esitligi elde edilmistir.
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1 1 - —

o)+ (- 5%)
= (a" = p")(a—p)

a_n

= (@@= B)*k 5

k?-4
= X Ok,n

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.15. k € R—{-2,0,2} ve m,n € N olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur
(Ozkan ve Akkus, 2024a):

I. 20Lgmin = OLgmOLyy + (k* - 4) O, m Ok .
.. 1
1. (kz - 4‘)Ok,nok,m+2n = 0Lk,m+3n - REOLk,rrwn’
2
I WOLk,m—n = OLk,mOLk,n - (kz - 4)0k,m0k,na

IV. —=0km-n =kOkmOLyy — kO ,OLy m,

k2n 1

k2-4
V. 20Lk,n+1 = Tok,n + OLk,n-

Ispat. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

i OLmOLyy + (k? = 4) 0 1nOppp = (@™ + ™) (a™ + ™) + (k* — 4) (Za _ﬁﬁ)k (Ofx _lf)k

= @Mt 4 qMBN 4 gNRM 4 GMAN 4 gmin _ gmpn _ gngm 4 pmin
= gMmtn 4 gmin
= 20Lkmin

esitligi elde edilmistir.

iv. kOk,mOLk,n — kOk,TLOLk,m = ﬂ)k (af + ,Bn) ﬁ)k( a™ + Bm)
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am+n+amﬁn_anﬁm_r2m+n am+n+anﬁm_amﬁn_ﬁm+n

- a-B a—pf

2
~ k2n-1 Ok,m—n'

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.1.6. k € R — {0}, m,n € N ve m > n olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir
(Ozkan ve Akkus, 2024a):

. 1

I OLk,mOLk,n = 0Lk,m+n + anOLk,m—na

.. 1

I kOk,mOLk,n = kOk,m+n + ren—1 0k,m—na

Hi. kKO mint1 = kzOk,m+1Ok,n+1 = OkmOkn

. 1

IV. OLgmin+1 = kOgm+10Lgn1 — EOR,mOLk,nf
1

V. kOLk,ZnOk,m+2n = kOk,m+4n + An—1 Ok,m:

. 1
VI OLk,ZnOLk,m+2n = 0Lk,m+4n + I(TnOLk,mi

.. 1
VII. kOk,nOLk,m+2n = kOk,m+3n T en-1 Ok,m+na

1
VIl kOLk,nOk,m+2n = kOk,m+3n + WOR,mﬂw
iX. 2k0k,m+n = kOk,mOLk,n + kOk_nOLk_n,

1
X. OLk,nOLk,m+2n = 0Lk,m+3n + WOLk,an-

Ispat. i. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:
i. OLk,mOLk,Tl = (am + ﬁm)(an + ,Bn)
— am+n + ﬁm+n + amﬁn + ﬁman
— am+n + Bm+n + anﬁn(am—n + Bm—n)
1
= OLygm+n + kWOLk,m—n-

esitligi elde edilmistir.
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m+1_ﬁm+1 a”“—ﬁ"“ O!m—ﬁm a”—ﬁ”

(a—B)k (a—Pp)k (a—P)k (a—-P)k

2 _ 2
Hi. k 0k,m+10k,n+1 - Ok,mOk,n =k

amAn+1 (a——) pmin+i(g __2
Bk

(a=p)(a-p)

am+n+1 +'3m+n+1

(a-B)k

= kOk,m+n+1
esitligi elde edilmigtir.
- n_ﬁn
VIL. kOk,nOLk,m+2n = k(g’;_m)(amﬂn + ﬁm+2n)

am+3n_ﬁm+3n_anﬁn(am+n_ﬁm+n

a-p

m+3n_ pm+3n m+n_ pm+n
a B k «a 4

(a-B)k k2n (a-pk

1
= kOk,m+3n T en-1 0k,m+n

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.1.7. k € R — {0} ve n € N olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve
Akkus, 20243):

i. k202, + k20Z 41 = (k2201 5, — 2k2)

k2n+2 4_k21'l

1

+ k2n+2_4p2n (

k¥ 40Ly pnsp — 2K7),

2
k2n+1’

ii. OL%, , + OL}, i1 = OLy o + OLy 2n4n +ont

“I kzOl%,n+1 - kzOl%,n—l (k2n+ OLk 2n+2 2)

k2n+2 _4k2n

(k*"20Ly2n—2 — 2),

k2n+2 4k2n

2
k2n+2 T ge2n-2'

\ 0L%c,n+1 - OL%c,n—l = 0Lk,2n+2 OLk 2n—2 + ==

V. Ok,nok,n+1 (kz OLk 2n+1 1)

k2n+2 4K2n
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1
K2n’

Vi. OLgnOLyny1 = OLyzner +

.. 1
VIl. O _, = —kﬁok,n,

1

V||| OLk,—n == K2n OLk,n-

Ispat. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:
. 0L+ 0L iy = (@ + BM)(@" + ™) + (@1 + fH41) (@™ + 7+

— aZn + an + Zanﬁn + a2n+2 +B2n+2 + 2an+1ﬁn+1

2,2

k2n k2n+1

= OLgon + OLyzn42 +
esitligi elde edilmistir.
Vi. OLgnOLgnyg = (@™ + M) (@™ + ")

— a2n+1 +an+1 + anﬁn+1 +ﬁnan+1

1
k2n

= 0Lk,2n+1 +

esitligi elde edilmistir.

- _ a_n_ﬂ_n _ an_ﬁn
VIl Okn = < = ~ anpnta—pr
1
=~z Okn

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.
Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.
Asagidaki teoremlerde k -Oresme ve k -Oresme-Lucas dizilerinin 6zel toplam formiilleri

lizerine ¢alisma yapilmistir.

Teorem 4.2.1.8. k € R — {0} ve n € N olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve
Akkus, 2024a):

I 2?:0 Ok,s = Ok,n—l + (- kZ)Ok,na

ii. X" OLy s = 2k? + OLyp_q + (1 — k2)OLc .
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Ispat. i. k-Oresme dizisinin tekrarlama bagintis1 ve toplam semboliiniin 6zellikleri kullanilarak

asagidaki esitlikler elde edilmistir:
1
Okz = Okq — k_ZOk,o,

1
0k,3 = Ok,z - pok,l,

Okn = Ogn-1— k_lzak,n—z-
Esitlikler taraf tarafa toplanirsa
— o T Ops = X057 O — o5 X122 O,
—% + Xe=00ks = (_Ok,n — O+ Xé=0 0k,s) - kiz (—Okn — Okn—1 + Xg=0 Ok.s),
elde edilir. Buradan da
§=00ks =k + Ogno1 + (1 —k?)Oy

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmistir.
Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilmistir.

Asagidaki teoremlerde k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin 6zel iirete¢ fonksiyonlar

lizerine ¢alisma yapilmistir.
Teorem 4.2.1.9. k € R — {0} olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve Akkus,
2024a):
o kx
Ok () = Xnmo OknX™ = 55—

ve

2k?—k?x
OLi(x) = Ximo OLgnx™ = 55—

Ispat. Urete¢ fonksiyonunun tanimi ve k-Oresme dizisinin tekrarlama bagintis1 kullanilirsa

asagidaki esitlikler elde edilmistir:

1
Or(x) = Y=o O nx™ = Xt Y=z O nx™
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1 o0 n 1 v n
=X + Y=z Ogp—1x" — ﬁzn=z Ok n—2%

_1 00 n_1_ 2yw n
_;x+x2n=1 Ok,nx _ﬁx Zn:O Ok,nx

_ kx
T k2—k2x—x2’

Benzer sekilde k-Oresme-Lucas dizisi i¢in
OLi(x) = Yo OLpnX™ = 24+ x + Y0y OLj nx™

[o.0] 1 [o.0]
=2+x+ Zn:z OLk,n—lxn - ﬁZn:Z OLk,n—an

= 24 x + 2(=2 + B OLipnx™) — 5 X% Lt OLynx™

_ 2k%-k%x
T k2—k2x—x2

esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Asagida ifade edilen teoremlerde k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizileri i¢in 6zel d6zdeslikleri

hesaplanmustir.

Teorem 4.2.1.10. k € R—{-2,0,2} ve n,7,i,j € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
gegerlidir (Ozkan ve Akkus, 2024a):

i. Cassini Ozdesligi
2 1
b 0k,n+10k,n—1 - 0k,n = _kﬁv
2 1 2
¢ OLgn41OLgp_1— 0Ly, = Xzn (k*—4).
ii. Catalan Ozdesligi
1
b 0k,n+r0k,n—r - OI%,n = _WOI%?”
k?-4
b 0Lk,n+r0Lk,n—r - OLgc,n = Woi,r'
iii. d’Ocagne Ozdesligi
1
b 0k,n+10k,r - Ok,nOk,r+1 = - Wok,n—ra
k?—4

i 0Lk,n+10Lk,r - OLk,nOLk,r+1 = WOk,n—r-
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iv. Vajda Ozdesligi

b 0k,n+i0k,n+j - Ok,nOk,n+i+j = kEOk,iOk,j,

0Lk,n+i0Lk,n+j - OLk,nOLk,n+i+j = —

v. Melham Ozdesligi

3 1 3 1
0k,n+10k,n+20k,n+6 - Ok,n T k2_4 (Ok,3n+9 - 0k,3n + 2n Ok,n - [2n+12 0k,n—3

1 1
T g2nta 0k,n+5 T gen+z 0k,Tl+7)’

3
0Lk,n+10Lk,n+20Lk,n+6 - OL?c,n = 0Lk,3n+9 - anOLk,n OLkn 3

k2n+12

OLk n+5 t = OLk n+7 0Lk,3n-

k2n+4 k2n+2

vi. Gelin-Cesaro Ozdesligi

4 1 1
b 0k,n+20k,n+10k,n—10k,n—2 - OR,n - (k2—4)2 (_ k2n—4 0Lk,2n+4 - k2n-2 0Lk,2n+2

k‘m 6 OLk 6) + (k2- 4)2 ( k2n+2 OLk 2n-2 k‘m 2 OLk 2 k2n+4 OLk 2n—4
4 5
+ 2w OLkon = 120

1 1
b 0Lk,n+20Lk,n+10Lk,n—10Lk,n—2 - OL?c,n = m 0Lk,2n+4- + m 0Lk,2n+2

5

=n=e OLike + e

wanrz OLkon—2 ¥ m OLlie + 15z Olkon-a — 12m OLk,Zn -

k4—‘n -6 k2n+2 k2‘n+4—

Ispat. i. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve bu dizilerin karakteristik

denkleminin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

a1’l+1_Bn+1 an—l_ﬁn—l an_ﬁn an_ﬁn

LY
Orn+10kn-1 = Ojcn = (a-Bk  (@-Pk  (a—Pk (a—Pk

a,2n_an+1ﬁn—1_ﬁn+1an—1+ﬁ2n aZn_Zanﬁn+ﬁ2n

(a—B)?k? (a—B)*k?

_ @' @)L y@pn
(@B (a-p)k? T (a—p)PK?

1

k2n’

Benzer sekilde k-Oresme-Lucas dizisi igin
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OLgn410Lgn-1 — OLg = (@™ + g™ 1) (@™ + 1) — (@™ + ™) (a™ + ™)
= (@?" 4 @M1 4 grHignl 4 RN (20 4 RN 4 BG4 21)
=a"pr(G+5-2)

== (k2 4)

esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilmistir.

Asagidaki teoremlerde k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin bazi k degerlerine gore farkli

say1 dizileriyle iliskilendirilmistir.

Teorem 4.2.1.11. k = 3 degeri i¢in k-Oresme dizisi ile Fibonacci dizisi arasinda asagidaki
iliski bulunmustur (Ozkan ve Akkus, 20244a):

1
03,n = 3_nF2n-

Ispat. k-Oresme dizisinin acik formda Binet formiilii asagidaki gibi olusmustur:

k+Vk2-4 5, k—vVkZ-4 .,
_ ) )
Okn = V=
Bu bagintida k = 3 degeri igin
0. - ChEyn-@yn @By dsfyn
3n V5 TN
1
= 3_nF2n

esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Teorem 4.2.1.12. k = 3 degeri igin k-Oresme-Lucas dizisi ile Lucas dizisi arasinda asagidaki
iliski elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a):

1

0L3,n - 3_nL2n.

Ispat. k-Oresme-Lucas dizisinin agik formda Binet formiilii asagidaki gibi olusmustur:

OLyp = (0 g (g
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Bu bagintida k = 3 degeri icin

.
3+\/—n _Eress S5y zn
)"+ (= ) an

OLzpn = (

1

= g_nLZn

esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Teorem 4.2.1.13. k = 6 degeri igin k-Oresme dizisi ile Pell dizisi arasinda asagidaki iligki
bulunmustur (Ozkan ve Akkus, 2024a):

11
06,n=_

26n 21

Ispat. k-Oresme dizisinin acik formda Binet formiilii asagidaki gibi olusmustur:

(k+\/ k2 —4)n (

Vk2-4

k—\/——

Ok,n =

Bu formiilde k = 6 degeri icin

(6+w—)n =2 w—) _ +2v2)?"-(1-2v2)?"

42 26Mm24/2

06,11 =

11

=S bon

esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.
Teorem 4.2.1.14. k = 6 degeri i¢in k-Oresme-Lucas dizisi ile Pell-Lucas dizisi arasinda

asagidaki iliski elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a):

1
0L6,n = o Q2n-

Ispat. k-Oresme-Lucas dizisinin agik formda Binet formiilii asagidaki gibi olusmustur:

k+\/
OLyn = ( =y 4 (= )
Bu formiilde k = 6 degeri i¢in
6+42 6— 4\/_ 142v2)214(1-2+/2)2"
OLgy = (H2yn 4 (22yn - G2+
1
= 6_nQ2n

68



esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmaistir.

4.2.2. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Catalan doniisiimleri

Asagida k -Oresme ve k -Oresme-Lucas dizilerinin Catalan doniisiimii tanimlanmustir.
Ardindan bu doniisiimlerden elde edilen yeni dizilerin bazi1 temel 6zellikleri incelenmis ve

cesitli bagintilar1 ortaya konulmustur.

Tanim 4.2.2.1. k-Oresme dizisinin Catalan doniisiimii COy, ,, ile gosterilmistir. Boylece

_wn U (2n—1i
COxn = i=02n—i(n—i

)Ori nEN, k € R— {0} (4.11)

seklinde ifade edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a).

Bu dontisiim yardimiyla k-Oresme dizisinin Catalan doniisiimiiniin terimleri:

_y1 i (21 _1
€O =%h55 (1 0) O =

—y2 L (A0 1
oo =33 (57 O =%

1
COks = = (5k? — 1),

COpa = 7 (14k% = 5),
¢ COps =3 (42k* — 20k + 1),

seklinde bulunmustur. Bu doniisiimiin terimlerini matrisler yardimiyla da elde edilmistir. Yani,

[CO,17 1 [Ok,1
COk,Z 1 1 0k,2
CO;3 2 21 Ok,3
COra[=|55 3 1 Ok 4
COy s 1414 9 4 1 O
COs 4'2 4.2 2.8 1.4 51 Oke

seklindedir. Agik formatta yazarsak asagidaki esitlik saglanmistir: (Ozkan ve Akkus, 20244a).
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; 1 :

2 11 1

K 2 21 k
1 =55 3 1 1 2 .
—(5k? -1 Lkz=-1
f3( | 114129 4 1 kf( )
=14k =5)| 142422814 5 1|5k = 2)

Tammm 4.2.2.2. k -Oresme-Lucas dizisinin Catalan déniisiimii COLy, ile gosterilmistir.

Boylece

COLy = 210

=0 yn—i

27:‘_‘1,") OL., n€N, k € R— {0} (4.12)

seklinde ifade edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a).

Bu dontisiim yardimiyla k-Oresme-Lucas dizisinin Catalan doniistimiiniin terimleri:
o COL=31=(4" oL, =1
k,1 1 2-i\1—i k,i ’

L (A—i 1
o COLep=337(5 1) Oy = 5 (2k? = 2),

e (0L =+ (5k?—8),

¢ COLyy = — (14k* — 23k% + 2),

o COLys = (42k* — 76k? + 13),

seklinde bulunmustur. Bu doniisiimiin terimlerini matrisler yardimiyla elde edilmistir. Yani,

[COLk171 ¢ 1 [OLj 17
COLy, 1 1 OLy
COLy 3 2 21 OLy3
COLp4|= 5531 OLj 4
COLy s 1414 9 4 1 OLys
COLk,6 4.2 4.2 2.8 1. 5 1 0Lk,6

seklindedir. Agik formatta yazarsak asagidaki esitlik saglanmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a):

1 1 - 1
1 1
= 2—2k2 [1 'l = k2—2
klz( ) |1 1 . | k12( )
—(5-8k%) =l221 .. | = (k* =3)
) 5553 .. J .
k—4(2—22k2+14k4) [ LYo F(k4—3k2+2)
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Asagidaki teoremde k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Catalan doniisiimiiniin {irete¢

fonksiyonlar ile ilgili bilgiler verilmistir.

Teorem 4.2.2.1. k € R — {0} ve n € N olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur (Ozkan ve
Akkus, 20243):

2

1 —_ oo n
1 COK(x) = Xnimo COpnX™ = 4—4x—3k+(3k—2)VI—4x'

.. R T n _ 2—12k+12kV1—-4x
||.C0[%(X)-— Zn=0(H9Lknx _-4—4x—3k+@k—2hﬁiZF

kx

W kZr—xZ ve C(X) =

i : 11—
Ispat. i.0x(x) = 5—5

4 .. .
% sirastyla k -Oresme ve Catalan dizilerinin

2x

tireteg fonksiyonlaridir. Buna gore Oy (x * C (x)) bileske doniisiimii ile k-Oresme dizisinin

Catalan doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu elde edilmistir. Bu bilgilere gore

COL(x) = T3o= COnx™ = Op(x * C(x))

kl—\/1—4x
j— 2
kz_kz(1—\/;—496')_(1—\/;—496)2

2
4—4x-3k+(3k—-2)V1—4x

seklinde elde edilmistir. Benzer sekilde k-Oresme-Lucas dizisinin Catalan doniisiimiiniin

tirete¢ fonksiyonu

2—-12k+12kV1—-4x

— o n —
COL.(x) = Lo COLinx™ = 4—4x-3k+(3k—2)VI-4x

esitlikleri bulunmustur ve ispat tamamlanmistir.
4.2.3. Catalan k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Hankel Doniisiimleri

Asagida k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizilerinin Catalan doniisiimii sonucu elde edilen
dizilerin terimleri kullanilarak Hankel matrisleri olusturulmustur. Daha sonra bu doniisiim ile

elde edilen sonuglar dizilerin terimleri ile iligskilendirilmistir.
Catalan k-Oresme dizisinin terimlerine uygulanan Hankel doniisiimiinii HCOy, , ile gosterelim.

Boylece Hankel doniisiim matrisinin tanimina gore;

o HCOuy = det[CO,,] = det[1] =+ = 044,
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2

K _lgro1) =1
L(Skz _ 1) - k4 (k 1) - kok,Sr
k3

[COk1 COy

€O, COpsl = eE

o HCOk,Z = det

'?:'INP:'I»—\'

(COx, COy, COys)
o HCOp3 =det|COx; COpz COyul= %(k”‘ —3k2+1) = k—lzok,s,
COs COy COps)

seklinde elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a).

Sirada da k-Oresme-Lucas dizisinin Catalan doniisiimiiniin terimlerine Hankel doniisiimii

uygulanmustir. Bu dontistimiit HCOLy, , gosterilmistir.
Hankel doniisiim matrisinin tanimina gore;

e HCOLy, = det[COLy 1] =1=0Ly,,

[COLy,y  COLy2]  k*-4
L HCOLk,Z = det _COLRIZ COLk,3:|

i = OLga = OLyp + OLyy,
(COLi; COLy, COLys
° I-ICOLk‘3 = det COLk,Z COLk,3 COLkA—
COLgs COLys COLys

= 40Lyg + 480Ly 7 — 2340Ly ¢ + 3240Ly s — 1410Ly,,

seklinde elde edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024a).
4.2.4. Hiperbolik k-Oresme ve k-Oresme-Lucas kuaterniyonlari

Asagida k -Oresme ve k -Oresme-Lucas dizilerinin hiperbolik kuaterniyonlar {izerine bir
uygulamasi yapilmistir. Daha sonra bu uygulamanin Binet formiilleri, lirete¢ fonksiyonlar1 ve
toplam formiilleri gibi bircok 6zelligi bulunmustur. Son olarak da k-Oresme ve k-Oresme-

Lucas dizileri ve hiperbolik kuaterniyon degerleri iliskilendirilmistir.

Tanim 4.2.4.1. k € R — {0} ve n € N olsun. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlar1 0y, ve

hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlart HOL, ,, sirastyla su sekilde tanimlanmustir:

HOypn = Ognis + O nyrlz + Ognazis + Ogpaszis = (Ok,n' Ok n+1 Ok na2s 0k,n+3)

ve

HOLyn, = OLypis + OLygpniiiz + OLgnizis + OLgpysis
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= (OLk,n: 0Lk,n+1r 0Lk,n+2' 0Lk,n+3)-

Burada Oy, ,,; nt" k-Oresme dizisinin terimidir, OLyn; nth k-Oresme-Lucas dizisinin terimidir,

i1,1,13, i4 ise Tablo 1°deki hiperbolik kuaterniyon degerleridir (Ozkan ve Akkus, 2024c).
Sirada bu dizilerin hiperbolik kuaterniyon degerlerinin ilk {i¢ terimi yazilmistir:
L H/Ok'o =

1. 1, 1 .
ElZ +El3 +k_3(k2 - 1)l4,

1. 1 . 1 .
Elz + E(kz - 1)13 + k_g(kz - 2)14,

o HOk,l = %ll +

T 1 . 1 2 . 1 2 . 1 4_ 2 .
L] HOk,Zzzll-I_F(k _1)l2+k_3(k _2)l3+ﬁ(k _3k +1)l4,

ve

IT . . 1 2 . 1 2 .
o HOLk,O = 2l1 + lz + k_z(k - 2)[3 + ﬁ(k - 3)14,

~ . 1 . 1 . 1 .
o HOLiy = iy +5 (k2 = D)ip + 5 (k2 = 3)is + 5 (k" — 412 + 2)i,
o HOLg, == (k% = 2)iy +— (k? = 3)iy + — (k* — 4k? + 2)i

+— (k* — 5k2 + 5)i,,

seklinde bulunmustur (Ozkan ve Akkus, 2024c).

Tanim 4.2.4.2. k € R — {0} ve n € N olsun. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarinin eslenigi
A0, ve hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlarinin eslenigi HOL; ,, sirasiyla su sekilde

tanimlanmustir (Ozkan ve Akkus, 2024c):
H/Olt,n = Ognis = Ogns1lz = Okna2iz — Ognazis = (Ogn = Okt —Oknv2s —Opnaa)
ve

HOLjy = OLgniy — OLgnyaia = OLypnials — OLgnysis

= (OLk,nJ _OLk,n+1' _OLk,n+2' _OLk,n+3)-

Tanimm 4.2.4.3. k € R — {0} ve n € N olsun. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarinin normu
|HO..|| ve hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlarmin normu ||[HOLy || sirastyla su

sekilde tanimlanmustir (Ozkan ve Akkus, 2024c):

10l = JOF + OFss + OFnsz + O
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ve

10Lll = L + 0L s + 0L sz + 0L

Asagidaki teoremlerde hiperbolik k-Oresme ve k-Oresme-Lucas kuaterniyonlarinin normu ve

eslenigi arasindaki iligkiler incelenmistir.

Teorem 4.2.4.1. k € R — {0} ve n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan
ve Akkus, 2024c¢):
R ~ 1 =
l. HOgn42 = HOp i1 — EHOk,nv
N ~ 1 =
ii. HOLinsz = HOLypniy — = HOLy,
s TT N * IT N * 1 =«
WL HOy iz = HOp iy — EHOk,ni
H T * T * 1 >~ *
V. HOLk,n+2 = HOLk,Tl+1 - FHOLR,TL
Ispat. Hiperbolik kuaterniyonlar ve dizilerin tekrarlama bagintis1 kullanilirsa
= 1 = . . . .
I HOkps1 =5 HOkn = (Okparls + Okpazlz + Oknasis + Onials)
1 . . , .
~ %z (Oknis + Oxmstiz + Oknszis + Ognasia)
1 . 1 . 1 .

= (Ok,n+1 - k_zok,n) i+ (Ok,n+2 - pOk,n+1> lp + (Ok,n+3 - pok,mz) i3

1 .
+ (Ok,n+4 ) 0k,n+3> lg
elde edilmistir. Boylece,

1
0k,n+2 = 0k,n+1 - ﬁ Ok,n

olduguna gore

1
K2

Hok,n+2 = HOk,n+1 - Hok,n

esitligi elde edilmistir.
L 1 oo , . . .
. HOLyp4q — 17 HOLy, = (OLkn+1is = OLgniaiz — OLgnisiz — OLgnials)

1 ) ) ) .
ez (OLk,nll — OLypy1iz — OLypyois — 0Lk,n+3l4)
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= (OLines = 5 O0Lin ) is + (OLigmez = 25 OLignsr ) iz + (OLinss — =5 Oligmaz) is
+(OLigns = 5 OLines) i
elde edilmistir. Boylece,
OLin+2 = OLgni1 — %OLk,n
olduguna gore
HOLpyz = HOLypyy — 5 HOLy
esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.
Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.4.2. k € R—{-2,0,2} ve n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir
(Ozkan ve Akkus, 2024c):

i. HOy, + HO, , = 204 s,

s 7T A2 ~ ~ 2 2 .

ii. HOZ, = 201uH 0 + (|HOH||" = 202,,) i,

iii. HOLy, + HOLy , = 20Ly ni4,

iv. HOL2 . = 20LyuAOLcy + (| HOLen|” - 20Li_n) i,

— - . 1
V. HOpnHOpn = 15—, (OLik2ntO0Li2n42 + OLiansa + OLyonye

2 2 2 2
T g2n | pezn+z | penta k2n+6)'

vi. HOLk,nHOLZ,n = OLgn+e + OLgonsatOLy2ni2 + OLg 2y

2 2 2 2
T k2n | pzntz | pent4 | gente’

Ispat. Hiperbolik kuaterniyonlar ve dizilerin tekrarlama bagintis1 kullanilirsa

ii. HOZ , = (Ogpis + Ognsriz + Oxnaais + Onasia) (Oknis + O pariz + Ognaals

+ 0k,n+3 i4)

= (OI%,n + 01%,n+1 + 01%,n+2 + 0]%,n+3)i1 + (Zok,nOk,n+1)i2 + (ZOk,nOk,n+2)i3
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+(20kn Ok n+3)ia
= 20k n(Oknis + Ogns1iz + Ok niziz + Opnyzis) + (—0Fn + OF iy + OFnia + OFni3)is.
yazilmistir. Son esitlikten ve hiperbolik kuaterniyonlarin normunun tanimi dikkate alinirsa

0% = 20.uH0ip + (|HOG||" = 202,01

elde edilmistir.
iii. HOLy, + HOL} , = (OLy py1is + OLy nypin + OLgni3iz + OLyniais)

+(OLin+1ls = OLinsziz = OLgnsziz — OLgnyals)

= 20Lgpn41ls-

Esitlikleri elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.4.3. k € R — {0} ve n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler gegerlidir (Ozkan
ve Akkus, 2024c):

i, iy HOyp = igHOpns1 — i3HOknsz — 1aHOk ni3 = (Okmss = Oknra — Oz + Okl
ii. iyHOLy,, — ioHOLy gy — isHOLy sy — iaHOLj 3
= (OLkn+s — OLgnia — OLgpia + OLyn)is.
Ispat. i. Hiperbolik kuaterniyonlarin ve dizinin tekrarlama bagintis1 kullanilirsa
ilﬁok,n - izﬁok,nﬂ - i3H0k,n+2 - i4H0k,n+3 = (Ok,n - 0k,n+2 - 0k,n+4 + Ok,n+6)i1
+(Okn+1 = Okt = Omas + Oknes )iz + (Okmez + Oknea = Oz = Oinea)is

+(0k,n+3 - 0k,n+3 + 0k,n+3 - 0k,n+3)i4

= (Ok,n+6 - 0k,n+4 - 0k,n+2 + Ok,n)il

elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.
Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilmistir.
Asagidaki teoremde hiperbolik k-Oresme, k-Oresme-Lucas kuaterniyonlar1 ve esleniklerinin

Binet formiilleri ifade edilmistir.
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Teorem 4.2.4.4. k € R — {0} ve n € N olsun. Buna gore

oo e
l. HOk,n = a:;_W,

ii. HOLy,, = aa™ + BB™,

—% —%*
a a™p pn

. HOy , = k"
iv. HOL,, =@ a™ + B p,
burada
a =i, +ai, +a’i; +adi, = (1,aa? a),
a = (i; — ai, — a?i; — a®iy) = (1, —a, —a?, —a?),
B =i+ By + Bz + B = (LB, 5% B°),
B =(ix = Biy = B?iz = B%is) = (1, =B, —B* =)
seklinde ifade edilmistir (Ozkan ve Akkus, 2024c).
Ispat. i. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarinin Binet formiiliiniin elde edilmesinde, ikinci
dereceden dogrusal tekrarlama bagintilari i¢in tanimlanan genel Binet formu kullanilmisgtir:
HOy, = Sa™ + TB™
Farkli n degerlerine gore asagidaki denklem sistemi elde edilmistir:

~ 1. 1. 1 .
HOk’():;lz +El3 +F(k2—1)l4=x+y

HOwy =iy + iy + o5 (k2 = )iz + — (k? — 2)iy = Sa + TP,
Buradan
S — HOk‘l—ﬁHOk‘o — i1+ai2+a2i3+a3i4 — a
a-p a=p (a=Pp)k
T — HOy1-aHOko _ ia+Biz+f2iz+f3is _ _ —B
p-a —(@=B) (a=B)k

elde edilmistir. Boylece Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarinin Binet formiili

aa"-Bp"

HOkin =~y

seklinde ifade edilmistir ve ispat tamamlanmuistir.
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Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki teoremlerde hiperbolik k-Oresme ve k-Oresme-Lucas kuaterniyonlarin 6zel toplam

formiilleri lizerine ¢aligma yapilmistir.

Teorem 4.2.4.5. k € R — {0} ve n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler gecerlidir (Ozkan
ve Akkus, 2024c):

1+k2 Kk%-2 .
i3+ Tl4,

i X" HOpj = (1 — kD HOyp + HOppy + kiy + ki —

ii. Y70 HOLy; = (1 + k*)AOLy, + HOLy_q + 2k?iy + (2k? = 2)i, + (2k* = 3)i3

2k*—4k%+2 .
+Tl4.

Ispat. i. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarin tekrarlama bagimtis1 ve toplam semboliiniin

ozellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:
TeoHOk; = i1 X7 O j + iz X7 Ok ju1 + i3 Xj=g Ok j+2 +ia Xj=g Ok j+3
Boylece,
2i=00kj =k + Ogpnq + (1 - k?)Opn
olduguna gore

YF0HOkj = (k+ Ognoy + (1 = k) 0y )iy + (k + O + (1 = k?) O ns1)iz
1 . 2 .
(== K+ Oas + (1= k2)Opnaz ) i + (= 2+ k + Oz + (1= k2)Opnes ) b

seklinde yazilmistir. Buradan da

1+k? k%2-2 .

?:0 I\‘I/Ok’j = (1 — kZ)HOk‘n + HOk,n—l + kll + klz - l3 + Tl4

elde edilmistir ve ispat tamamlanmugtir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.4.6. k € R— {0} ve x,y,z € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir
(Ozkan ve Akkus, 2024c):

1 = ~ ~ ~ ~
. n HO _ kz_xHOk,nx*'HOk,O_Hok,nx+x+H0Lk,0Ok,x_Hok,x
I Zy:o kxy —

1 1

1_0Lk,x+k2x
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1 - ~ ~ ~ ~
—7HOLy ny+HOLy o—HOy, nx+x—H0Lk‘00Lk‘x—H0Lk‘x

- ~ 2 )
i. Y"_ HOL =k
Zy=o kexy 1-OLy x+—55 ;

ka
( knx+z HOknx+x+z_H0kz xﬁok,x—z
| £ , Z< X
Zn H/O _ 1- 0ka+k2x
1. y=0 kxy+z — !
L knx+z_H0knx+x+z_H0kz k2xH0kz X d,u
iger
1- 0ka+k2x

1 = = = 1 =
kz_xHOLk,nx+z_H0Lk z—HOLg nx+x+z_kz_xH0Lk,z—x

oL , Z2< X
. ~ kxtizx 2x
k
V. X0 0HOLy yyy, =
= Xy+z 1 - 1 =
Y | kaHOLk,nx+z_H0Lkz_HOLknx+x+z_k2xH0Lk,z—x dwe’r
l
k 1- 0ka+k2x @18

Ispat. i. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarin Binet formiilii ve karakteristik denkleminin

ozellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

aa*y -BRxXY
Y0 HOkxy = Xive o
_ 1 TAXTX_g _ Eanx+x_E
(a-PB)k aX-1 B*-1

1 aanx+xﬁx_aﬁx_aanx+x+a Bﬁnx+x x+ﬁax+ﬁﬁnx+x ,8

(a=P)k 1- xOka+k2x

Buradan da

1 -~ ~ ~ — ~
kz_xHOk,nx +H0k 0—HOg nx+x+H0Lk,0 Ok,x_HOk,x

Y o HOp yy =
=0 k,x
y y 1-0Ly 75

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.
Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki teoremlerde hiperbolik k-Oresme ve k-Oresme-Lucas kuaterniyonlarin 6zel iireteg

fonksiyonlar1 lizerine ¢aligma yapilmistir.

Teorem 4.2.4.7. k € R — {0} olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan ve Akkus,
2024c¢):

(1 X)k2HOy 0+xk?HO 1
k2—k2x+x2 !

i HO.(x) = Yoo HOppx™
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k2xHOLy1+k%(1-x)HOLy o
k2—kZx+x2 )

ii. HOLk(X) = Z;ozo I:I/OLk’nxn =

Ispat. i. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarin tekrarlama bagmtis1 ve toplam semboliiniin

ozellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:
HO,(x) = Z=o HOypx™ = HOp o + HOp1x + Ny HOp ™
— — o 1 o =
= HOk,O + HOk,lx + Zn:z HOk,n—lxn - k_22n=2 HOk,n—an
~ — ~ _ 2 —
= HOpo + HOp1x + x(=HOp 0 + T HOpnX™) — 5 T HOp nx™.
Son esitlikten gerekli diizenlemeler yapilirsa

~ (1-x)k?HOy o+xk?HO
HOk (x) — k,0 k,1
k2—k2x+x2

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmigtir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.248. a,b,n€ N, b>a ve k € R— {0} olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
saglanir (Ozkan ve Akkus, 2024c):

. ~ HOy o+(HOLK g0k a—HO R )X
o n _— k,0 koYk,a k,a

I ano HOk,anx - i )

kzax

1-XO0Lg,q+

_ HOLyo+(—HOLjgOL q+HOLy o)X

. 21?:0 HOLk,anxn -

1 ’
1—x0Lk_a+kz—ax2

1

ﬁok’b—xkzaﬁok’b_a

- [oe) > n _
Il Zn=0 HOk,an+bx -

1 ’
1—X0Lk'a+k2—ax2

~ 1 -
HOLk‘b +Xk2—aH0Lk‘a

IV 2-;.10:0 HOLk,an+bxn =

1 1
1—x0Lk‘a +kz—a9€2

_ _ b, = pb
y Zoo HOypn X = ae¥ X_Beb x
Tem=0 g (a-Pk '

. HOL — b — gb
0o kbn .n _ a“x X
Vi. §n=0—n! x™ =@e®* + Bef .

Ispat. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarin tekrarlama bagintisi, toplam semboliiniin ve

geometrik serilerin 6zellikleri kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilmistir:

. © I7 oo aaan_EBan
I Zn:o HOk,anxn = ano Wxn
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g 2m=o(@®) X" Yn=o(B)" x™

~ - B)k  (a- B)k

_ 1 @ B
- (a—B)k (1—aax 1—/3’ax)

aa_ﬁa aaa_EBa
_ (@ ﬁ)k+[(a+ﬁ)<(a B)k)_ @mr X
1- xOLka+k2a '

Son esitlikten gerekli diizenlemeler yapilirsa

H0k0+(H0Lk 00k, a_HOk )X
1-x0Lg,q+ 54

Zn OHOk anx

k2¢l

esitligi elde edilmistir.

HOLk bn n

[T Yot 10 =
|
\ Zn 0 n! Zn 0

aabn_l_ﬁﬁbn n
n!

—ww (@0 Soe (BP0
= a2n=0_ + .BZTL=O .

n! n!

Son esitlikten gerekli diizenlemeler yapilirsa

HOLk,bn

n!

Tro x" = @e®* + Bl X
esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagidaki yardimci teoremde bircok teoremin ispatinda kullanilacak olan hesaplamalar

yapilmistir.

Yardimer Teorem 4.2.4.1. k € R — {0} olsun. Buna gére asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan
ve Akkus, 2024c):

ii. @ —§ = kSHOL,,,
iv.a@ + B = HOL,,

v.aB = (14 af + a?B%+ a3B3,1 — §a?B% a® + B2 + Sap, a3 + B3 — Sap),
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Vi. Ba = (1 + af + a?B% + a3B3,1 4+ Sa?B2 a? + B% — Saf, a® + B3 + Sap),
Vii. @B + @ = 2HOLy o + (=2 + 2aB + 2a2B% + 2a3?)iy,
viii. @ — fa = (0,a?p® — a®B2,2a°f — 2ap%, —af + af?) = 5(0,— —, =, — =),
iX. @ =2a+ (—1+a®+a*+a®i,
X B =28+ (~1+ B+ + B,
Xi.@ + B =2(@+B)+ (=20Lyo + OLyy + OLy 4 + OLy )i,
Xii. @' — B = 2(@—B) + 6(0s + Opq + Or)is.
Ispat. Hiperbolik kuaterniyonlarm tanimi, k -Oresme ve k -Oresme-Lucas dizilerinin
karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:
i. @+ B = (iy + aiy + a?iz + a3iy) + (i; + Biy + B2is + B3i,)

= i+ (@ + iz + (@ + iz + (a® + p)iy)

= OLy iy + OLy 105 + OLy i3+ OLy 314

= HOLy .
V. @B = (iy + @iy + a?iz + a®iy) (iy + Biy + B2is + B3is)

=i, + aiy + a’iz + adiy + Bi, + afiy + a?PBiy, — a3Pis + Bris — af? iy + a?B3iy
+a3B%iy + B3i, + afliz; — a?B3i, + adp3i,.
Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
aB = (1+af + a?B? + a3B3,1 — 5a2B% a? + B2 + SaB, a® + B3 — Sap)

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmuistir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Asagida verilen teoremlerde hiperbolik k-Oresme ve k-Oresme-Lucas kuaterniyonlart i¢in 6zel

0zdeslikler hesaplanmistir.
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Teorem 4.2.4.9. k € R — {0} ve n € N olsun. Buna gére asagidaki esitlikler saglanir (Ozkan
ve Akkus, 2024c¢):

i. Cassini Ozdesligi
H q — [—2n+2 11 1
* HOpn+1HOkn—1 HOkn k™ (- 1___k_4_ﬁ’_1_k_4’k_2+ + 0k3
_Ok,31 _Ok,4)!
¢ HOLinuiHOLin g — HOLY = k72262 (1 4+ 4 — 42,1 ==, = 0Ly, 1 — ).
ii. Catalan Ozdesligi
— — — _ 101 1
* HOpp4r HOpp—r — Holg,n =k 2n+2r0k,r((_1 T2 kT F) Ok,r» —Okr

1 1 1 1 1
T4 OLk,r' T kA 0k,r + X2 OLk,r' T k6 0k,r ) OLk,r)!

HOLynyr HOLy—r — HOLZ . = k™2%270,, .62 ((1 + =+ = k4 + ké)okr, Ok.r
1 1 1

— OLk,r’ 0k,r + 0Lk,2 + wz OLk,r’ Ok,r + OLk,3 = OLk,r)-

iii. Vajda Ozdesligi
-~ ~ ~ ~ _ 1 1 1
b HOk,n+r HOk,n+m - HOk,n Hok,n+r+m =k Znok,r((]- + ) + P + ﬁ) Ok,m' Ok,m
1 1 1

+ k_40Lk,m' Ok,m + 0Lk,2 - k_z OLk,mr Ok,m + OLk’3 + k_ZOLk,m)’

® HOLk,n+TH0Lk,n+m - HOLk,n HOLk,n+r+m

_ 101 1 1
= k™20, 6% (-1 - Z e F)Ok,mf ~Okm = 17 OLim —OpmOLy2

1 1
+ k_2 OLk,m: _0k,m0Lk,3 - k_2 OLk,m)-

iv. d’Ocagne Ozdesligi

~ ~ ~ ~ _ 1 1 1
® HOk,mHok,r+1 - HOk,m+1H0k,r =k ZT((l + X2 + K4 + F)Ok,m—r' Ok,m—r

1 1 1
T kA OLk,m—rJ Ok,m—rOLk,Z + X2 OLk,m—r: Ok,m—rOLk,3 T k2 OLk,m—r)a

~ ~ ~ ~ _ 1 1 1

® HOLk,mHOLk,r+1 - HOLk,m+1H0Lk,r =k 2r52((_1 T k2 ks F)Ok,m—rl

1 1 1
_Ok,m—r - F OLk,m—rr _Ok,m—rOLk,Z - ﬁ OLk,m—r' _Ok,mOLk,S + k_z OLk,m—r)-
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Ispat. i. Hiperbolik k-Oresme ve k-Oresme-Lucas kuaterniyonlarm Binet formiilii ve bu
hiperbolik kuaterniyonlarin karakteristik denkleminin o&zellikleri kullanilirsa asagidaki

esitlikler elde edilmistir:

Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlari i¢in

- - - aan+1_Eﬁn+1 aan—l_ﬁﬁn—l aan_ﬁﬁn
HOk,n+1H0k,n—1 - HOI%,TL = ( a—/? ) ( a—/? ) - ( a—/? )2

aﬁanﬁn_{_ﬁaﬁnan_ﬁaﬁn—larﬁl_Eﬁan—lﬁrwl
(a—pB)?

aﬁk‘zn( )+ﬁak‘2"(ﬁﬁa)
(a—p)?

k—2n ﬁaﬁ_aﬁa k—2n+2
= BRI (56 - afd).

Yardimci teorem 4.2.4.1., kullanilarak

pap —afa = (f—a+ap?—a’p —a®p?+a’p® —a'p® +a®ptp —a — a*p?
+a?Bh B —ad + B3 — af? + adB? — atf — aft — a?B3,— at + Y.

esitligi bulunmustur. Boylece bulunan ifadeler beraber diistiniiliirse

- ~ ~ _ 1 1 1 1
HOk,n+1H0k,n—1 - HOI%,n =k 2n+2(_1 Tk kr F'_l k4'k2 + + 0k3

—0k,3,—0k,4),
esitiligi elde edilmistir.
Hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlari i¢in
HOLypy1HOLypy — HOLZ , = (@™ + B™ 1) (@™t + A1) — (@a™ + BA™)?
= k=2 2§ (aaf — BRa).
esitligi elde edilmistir. Buradan Yardimci Teorem 4.2.4.1., kullanilarak

=n Py 4
(aaﬁ_ﬁﬁa):6(1+k2+ +k6'1 k4'k20Lk2’1 k)

elde edilmistir. Boylece

HOLiprHOLy oy — HOL, = k™2™ 262(1 4+ — 4+ =+ =, 1= =, = 0Ly 5,1 — ).

esitligi bulunmustur ve ispat tamamlanmistir.
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Asagidaki teoremlerde hiperbolik k-Oresme ve k-Oresme-Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki

iliskileri incelenmistir.
Teorem 4.2.4.10. k € R —{—2,0,2} ve n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler gecerlidir
(Ozkan ve Akkus, 2024c):
I 2k k =
l. HOk,n = mHOLk,n+1 - mHOLk,n!
o 2k = % k *
1. HOk,n = mHOLk,n+1 — mHOLk,n'
Ispat. i. Hiperbolik kuaterniyonlarin ve dizinin tekrarlama bagintis1 kullanilirsa
2k = ko 2k . . . .
22 HO0Lkner — 5 HOLgn = 15— (OLns1is + OLypizis + OLgniziz + OLniais)
k : . . .

- m(OLk,nll + OLgns1iz + OLinizis + OLlynysls)

olarak elde edilmistir.
2k k
Okn = 723 OLkn+1r = 7225 OLkn

k-Oresme ile k-Oresme-Lucas dizileri arasindaki yukaridaki bagint1 kullanilarak

- 2k = k =
HOk,n = EHOLk,n+1 - EHOLk,n
esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmaistir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilmistir.

Teorem 4.2.4.11. k € R— {0} ve n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler gecerlidir
(Ozkan ve Akkus, 2024c):

i. HOLy , = 2kHOy pny1 — kHOy 1,

ii. HOL , = 2kHOj; .1 — kHO} .

Ispat. i. Hiperbolik kuaterniyonlarin ve dizinin tekrarlama bagmtis1 kullanilirsa
2kHAOyn1 — kHOpn = 2k(Ogns1is + Onsziz + Onsziz + Ogneala)

_k(Ok,nil + 0k,n+1i2 + 0k,n+2i3 + 0k,n+3i4)

olarak elde edilmistir.
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OLk,n = 2kOk,n+1 - kOk,n
k-Oresme ile k-Oresme-Lucas dizileri arasindaki yukaridaki bagint1 kullanilarak
HOLy, = 2kHOy 41 — kHOy

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmaistir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilmistir.

Teorem 4.2.4.12. k € R— {0} ve n,r € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir
(Ozkan ve Akkus, 2024c):

1 2 1

3 HOk,nHOk,r - Hok,rﬁak,n = k™" 0y r_n(0,— K+ k2 k_Z),

k*’' k2’ k2
e ~ ~ ~ _ 1 2 1
I1. HOk,THOLk,n - HOk,nHOLk,T = k ZnOk,r_né\(O, _F'k_z' _F)’

Ispat. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarin Binet formiilii ve bu hiperbolik kuaterniyonlarin

karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

.o~ ~ 7 ~ _ Ean_Eﬁn Ear—E,Br _ Ear—Eﬁr Ean—Eﬁn
I. HOnHOy — HOy rHOy p, = ( k(a—p) )( k(a—B) > ( K(a-B) )( k@—p) )

_ @B-B@@"pM@ =g
k?(a—p)? '

Son esitlikte Yardimci Teorem 4.2.4.1., kullanilirsa

1 2 1

HOk,nHOR,r - Hok,rHOk,n = k_znOk,r—n(O' - F' ﬁ y ﬁ)

esitlik bulunmustur.
ii. HOLy ,AOLy, — HOL, ,HOLy ,
= (aa™ + BB™)(aa” + BB7) — (@a" + BBT) (@™ + BA™)

_ (@B-Bm&*(a"pm™y(a’ =B
k2(a—p)?

Son esitlikte Yardimci Teorem 4.2.4.1., kullanilirsa

~ ~ ~ ~ _ 1 2 1
AOLuHOL.y — AOL HOLy = k2205067 (0, =, 5, — =)
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esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmistir.
Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilmistir.

Asagidaki teoremlerde k -Oresme ve k -Oresme-Lucas dizilerinin terimlerini hiperbolik

kuaterniyon degerleriyle iligskilendirilmistir.

Teorem 4.2.4.13. k€ R—{0}, n,r € N ve r <n olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
saglanir (Ozkan ve Akkus, 2024c):

i. OLrHOpn = HOppyr + %HOk,n—w

ii. 04 HOLiy = HOpmar — 5 HOpm—r

ii. 0Ly HOLyn = HOLp sy + 7 HOLy .

Ispat. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlarmin ve k-Oresme-Lucas dizisinin Binet formiilii ve

hiperbolik kuaterniyonlarin karakteristik denkleminin &zellikleri kullanilirsa asagidaki

esitlikler elde edilmistir:

aan+r_Eﬁn+r+EanBr_Eﬁnar

i OLy, HOpn = (a + pT) (B8 =

k(a-p) k(a-pB)
_ 5an+r_E‘8n+r arﬁr(aan—r_ﬁﬁn—r)
k(a-p) k(a-p)
Son esitlikten
- 1 = —
HOk,n+r + = HOk,n—r = OLk,rHOk,n

k2r

elde edilmistir.
iii. 0Ly HOLy , = (@ + B7)(@a™ + BB™) = aa™ " + BA™" + @a” ™ + B a™
— Ta™T + BT + a7 BT (@a™T + BA™T)
Son esitlikten
HOLiir + o HOLiny = OLiy HOLy
elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilir.
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Teorem 4.2.4.14. k € R— {0} ve n,r € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler gecerlidir
(Ozkan ve Akkus, 2024c):

. e ~ 1 ~
. HOg 2n4r+1 = OLions1HOppr4q + %z Ok,2nHOLy -,

. HOLk,2n+r+1 = 0Lk,2n+1H0Lk,r+1 + 820k,2nﬁok,r-

Ispat. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlari, hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlart k-
Oresme, k -Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve hiperbolik kuaterniyonlarin

karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

. ~ 1 -
I 0Lk,2n+1H0k,r+1 + ﬁ 0k,2nH0Lk,r

_ 2n+1 2n+1 aa t-gpTHt 1 =B — | Tor
=@+ B )< k@—p) +k2(k<a—m)(““ +B67)

— 1 — 2n+r+1 1\ _ pp2n+r+l 1

" k(a-p) [aa ((l + akz) BB (ﬁ + Bkz)]'
Karakteristik denklemler arasindaki
1
2

atp=1veaf =—

iliskileri kullanilarak
~ ~ 1 —
HOp2n4r+1 = OLgony1HOp g + X2 O,2nHOLy .

esitligi elde edilmistir.

i 0Lk,2n+1H0Lk,r+1 + 620k,2nH0k,r

— (y2n+1 2n+1\(7,T+1 4 ppr+l , (a?"—B2\ (GaT-BBT
= (a®* + g2 (@a™ 1 + BT + 6 (k(a—ﬁ))< e )

= qqg?ntril (a + é) + ,E,an+r+1 (ﬁ + ﬁ)

Karakteristik denklemler arasindaki

1

1
kzﬁveﬁ——

k2a

a+f=1a=

bagintilar1 kullanilarak
HOLk,2n+r+1 = 0Lk,2n+1H0Lk,r+1 + 520k,2nH0k,r

esitligi bulunmustur ve ispat tamamlanmstir.
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Teorem 4.24.15. ke R — {—\/§, 0, \/§} ve n,r € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
gecerlidir (Ozkan ve Akkus, 2024c):

I. Hok,2n+r+1 k2 3 OLk 2n+1H0k r+3 + Ok 2n— ZHOLkr,

(k22— 3)k8

ii. HOLy 2nirs1 = OLk 2n+1HOLyy i3 + 55— O an-2H 0.

k2(k2 3)

Ispat. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlari, hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlart k-
Oresme, k -Oresme-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve hiperbolik kuaterniyonlarin

karakteristik denkleminin 6zellikleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

2 ~
I 23 OLk2n+1HOk 43 + Ok 2n- ZHOLkr

(k2%- 3)k8
_ 2 (a2n+1+ﬂ2n+1) (aar+3_Eﬁr+3 1 azn—z_ﬁzn—z — = o7
=k k2-3 k(a-B) (k2-3)k8 ( k(a-pB) ) (aa + B'B )

__1 — onsr+1 (K 3 1 _ Tpzntr+l (K2 53 1
_k(a—ﬁ)[aa (k2—3a +(k2—3)k8a3) BB (k2—3’8 +(k2—3)k8ﬁ3)]'

Karakteristik denklemler arasindaki

a+p=1a%+p3=

bagintilar1 kullanilarak

Hok 2ntr+l — kz OLk 2n+1H0kr+3 + ———5 Ok on- ZHOLkr

(k2- 3)k8
esitligi elde edilmistir.

Diger sikkin ispat1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.4.16. k € R — {0}, ve n,7,s,t € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler gecerlidir

(Ozkan ve Akkus, 2024c):

.= — 1 —
I HOk,n+r = kOk,rHOR,n+1 % Ok,r—lHOR,m

0. HOyny2r = OLpyHOp i — kz’” 2 HOkna

i _ Okre 77 1 Okrt r

I HOk,n+rt - _H0k,n+r 21r—2 HOk n
Ok,r k Ok kr

iv. k_zrtok,r(s—t)HOR,n = HOk,n+rt0k,rs - Hok,n+r50k,rt-
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Ispat. i. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlar1 ve k-Oresme dizilerinin Binet formiilleri ve
hiperbolik kuaterniyonlarin karakteristik denkleminin o&zellikleri kullanilirsa asagidaki
esitlikler elde edilmistir:

~ _ l - _ ar_ﬁr aan+1_Eﬁn+1 _ l ar—l_ﬁr—l aan_Eﬁn
kOk,rHOk,n+1 Kk Ok,r—lHOIc,n =k (k(a—/?)) ( k(a—p) ) k ( k(a—p) ) ( k(@—pB) )

1

= g (@@ (ka — =) = BB™" (kB = )1
Karakteristik denklemlerin 6zellikleri arasindaki
a+pf=1veap = kiz
bagmtilar kullanilarak
HOunir = KOy rHOppiy — %Ok,r—lﬁok,n

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmustir.

Diger siklarin ispatlari1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.4.17. k € R— {0} ve n,r € N olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir
(Ozkan ve Akkus, 2024c):

I HOk,2n+r = Ok,ZnHOR,r+2 - k—14 0k,2n—2H0k,r’

ii. HOLy 2n4r = kOy 2 HOLy 1 yp — % O, 2n—2HOLy .,

iii. HOy 2n4r = Ok onHOLjryq — kiz OLy2n—1HOy 1,

V. HOLy pp 47 = k2 Oy 2062 HOpry1 + k_12 OLyan-1HOL,.

Ispat. iv. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlari, hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlari,

k-Oresme dizilerinin Binet formiilleri ve hiperbolik kuaterniyonlarin karakteristik denkleminin

Ozellikleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

~ 1 -
k20 2n0°HOk 41 + 5 OLy2n-1HOLy
0_,211_5211 aar+1_Eﬁr+1 1 _ _ _ —
=12 P (o= ) (BT 4 L (@t 4 ) @ + BT

1

_ = 2n+r 1 np22ntr
=aa (a+k2a)+ﬁﬁ (ﬁ+k2g'
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Karakteristik denklemlerin 6zellikleri arasindaki aff = kiz bagintis1 kullanilarak

— — 1 —
HOLyon+r = kzok,2n62H0k,r+1 + X2 OLy2n-1HOLy

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmastir.

Diger siklarin ispatlar1 da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.2.4.18. k € R—{-2,0,2} ve n € N olsun. Buna gore asagidaki esitlik dogrudur
(Ozkan ve Akkus, 2024c):

~ — 2 1 2 1

(kz - 4)H013,n - HOLi,n = —ﬁd(o,—kj,ﬁ,—ﬁ .

Ispat. Hiperbolik k-Oresme Kuaterniyonlar1 ve hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlarinin
Binet formiilleri ve hiperbolik kuaterniyonlarin karakteristik denkleminin 6zellikleri

kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

2 _A\I02 0012 — (k2 _ a) (@ =BE™\ (@ -\ _ — 7 =
(k? = )HOR, — 0L, = (2 - 4) (S22 (TP — zam + Fpm @™ + BA™)

— _2aBa"g" — 2BEp"a”
= —2a"B" (@B — Ba).
Son esitlikten Yardimci Teorem 4.2.4.1., kullanilirsa

2 5(0,——, 2, —=

(k2 - 4)1:1/0]%,71 - HOL%(,n = K4 K2’ g2/

_-kzn

esitligi elde edimistir ve ispat tamamlanmigtir.

Teorem 4.2.4.19. k € R— {0}, n,r,s € Nve n,r > s olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
gecerlidir (Ozkan ve Akkus, 2024c):

~ ~ ~ ~ 2 ~ 1 1 1..
HOk,n+rH0Lk,n+s - Hok,n+sH0Lk,n+r = Ton+zs Ok,r—s (HOLk,O + (_1 + %2 + K+ + F)ll)-

k2n+2s

Ispat. Hiperbolik k-Oresme kuaterniyonlar, hiperbolik k-Oresme-Lucas kuaterniyonlari, k-
Oresme dizisinin Binet formiilleri ve hiperbolik kuaterniyonlarin karakteristik denkleminin

Ozellikleri kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilmistir:

HOk,n+rH0Lk,n+s - Hok,n+sH0Lk,n+r

_ aa™mT_gRMT n+s 4 ppnts) _ TaS— RISy n+r 4 ppntr
_(—k(a_ﬁ) )(aa +Bpm) - (“S L) @am + BT
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_ aﬁan+rﬁn+s _Eaan+5ﬁn+r_aﬁan+an+r+Eaan+rﬁn+s

B k(a—p)

_ anﬂnaSﬁS(aT—S_ﬁT—S)

k(a-p)

@B + pa).

Son esitlikten Yardimer Teorem 4.2.4.1., kullanilirsa
-~ ~ ~ - 2 ~ 1 1 1.
Hok,n+rH0Lk,n+s - HOk,n+sH0Lk,n+r = Tontzs Ok,r—s(HOLk,O + (_1 + 2 + P + F)ll)

k2n+2s

esitligi elde edilmistir ve ispat tamamlanmistir.
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5.

SONUC ve ONERILER

5.1. Sonug¢

Bu tez ¢alismasinda, klasik say1 dizileri ile hiperkompleks cebirsel yapilar arasindaki kopriiler

genisletilerek literatiire iki 0zgiin dizi ailesi ve bunlarin ileri diizey doniisiim uygulamalari

kazandirilmigtir. Elde edilen temel teorik sonuglar, calismanin iki ana simetrik ekseni

dogrultusunda su sekilde 6zetlenebilir:

1.

Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas Yapilarina iliskin Sonuglar:

Klasik Fibonacci yapisi bakir orani (4.23606797749979...) parametresiyle genellestirilerek

Bakir Fibonacci ve Bakir Lucas dizilerinin matematiksel altyapist kurulmustur.

Bu dizilerin ardisik terimlerinin oranlarinin limit durumunda dogrudan bakir oranina

yakinsadigi teorik olarak ispatlanmuistir.

Bakir Fibonacci ile Bakir Lucas dizileri arasinda 06zgiin matematiksel bagintilar
kesfedilmistir. Bu bagintilar, dizilerin birlikte ele alinarak degerlendirilmesi sonucunda
ortaya ¢ikarilmis ve dizilerin aralarindaki karsilikli iligkiler zengin bir bigimde

sergilenmistir.

Dizilerin Catalan doniisiimleri ve bu doniisiim matrislerine uygulanan Hankel determinant
stire¢leri sonucunda, klasik Fibonacci dizisinin tek indisli terimlerini veren HCCF,, = F,,,_4

gibi estetik ve orijinal kombinatoryal kimlikler kesfedilmistir.

Dort boyutlu hiperbolik cebir tizerindeki yansimalarinda, kuaterniyon bazli Binet formiilleri
ve lirete¢ fonksiyonlar1 elde edilerek, dizilerin klasik say1 teorisindeki esnek yapisini
korudugu ve klasik Fibonacci dizisiyle ayni simetride (—1)" formunda bir Cassini

0zdesligi trettigi kanitlanmistir.

. k-Oresme ve k-Oresme-Lucas Yapilarina Iliskin Sonuglar:

Klasik Oresme dizisi, k parametresine bagl reel katsayili dogrusal tekrarlama bagintilariyla

yeniden tanimlanarak k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizileri literatiire dahil edilmistir.

Bu dizilerin limit davraniglarinin, karakteristik denklemin biiyiik kokii olan a degerine

yakinsadig1 raporlanmistir.
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k-Oresme ve k-Oresme-Lucas dizileri arasindaki matematiksel etkilesimler arastirilmis ve
bu arastirmalar sonucunda iki dizi arasinda yeni bagintilar tiiretilerek teorik yapilarina

onemli katkilar saglanmustir.

k-Oresme ailesinin Catalan-Hankel doniisiim haritalar1 ¢ikarilarak, donisim terimlerinin
dogrusal cebirsel matris ¢arpimlari vasitasiyla agik formda hesaplanabilecegi gosterilmistir.
Hiperbolik kuaterniyon uygulamalarinda, bu dizilerin Cassini 6zdesliginde k parametresine
bagl bir azalma oram —k% sergiledigi tespit edilmis; boylece klasik yapilardan ayrisan

asimptotik ve yapisal karakteristigi net bir sekilde ortaya konmustur.

Sonug¢ olarak tezin biitlinli, soyut dizi teorisinde iiretilen yeni genellemelerin doniisiimler

altinda nasil davrandigini ve ¢ok boyutlu uzaylarda nasil geometrik/cebirsel anlamlar

kazandigin1 yapisal bir biitiinliikk i¢inde ortaya koymustur. Ayrica her iki yap1 da ikinci

dereceden lineer yineleme bagintilar1 altinda incelenmis, ayni metodoloji (karakteristik

denklem, Binet formiilii, Catalan doniisiimii, Hankel doniisiimii ve hiperbolik kuaterniyon

yaklasimi) kullanilarak ortak bir ¢erceve icerisinde degerlendirilmistir.

5.2. Oneriler

Bu calismada ortaya konulan teorik ¢erceve ve metedoloji, gelecekteki arastirmalar i¢in su

potansiyel alanlar1 barindirmaktadir:

Farkli Dizi Genellemeleri: Tezde kullanilan yaklagim, Perrin ve Padovan gibi farkli
dogrusal tekrarlama bagintisina sahip dizilere uyarlanarak bu dizilerin Catalan ve Hankel
doniisiimleri incelenebilir.

Karmasgik Cebirsel Yapilar: Tanimlanan dizilerin sadece hiperbolik kuaterniyonlar degil;
oktoniyonlar, sedeniyonlar veya bikuaterniyonlar gibi daha karmasik hiperkompleks say1
sistemleri tizerindeki davranislar1 arastirilabilir.

Uygulamali Matematik ve Sifreleme: Elde edilen 6zgiin 6zdesliklerin ve Hankel
determinant yapilarinin; kriptografi, sinyal isleme veya goriintii kodlama gibi alanlardaki

pratik uygulama potansiyelleri degerlendirilebilir.
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