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ÖZET

 GENELLEŞTİRİLMİŞ -MERSENNE ve -MERSENNE-LUCAS DİZİLERİNİN CATALAN DÖNÜŞÜMÜ

Bayram ŞEN

Yüksek Lisans Tezi, Erzincan Binali Yıldırım Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, 
 Matematik Anabilim Dalı
Danışman: Prof. Dr. Engin ÖZKAN
2025, 34 sayfa

Bu tezde, -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Halton özdeşliği hesaplanmış ve -Mersenne dizisi ile Fibonacci dizileri arasında ilişki elde edilmiştir. Ayrıca -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizileri ile bu dizilerin karakteristik denkleminin kökleri arasındaki ilişkiler bulunmuştur. -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Catalan dönüşümleri tanımlanıp bu Catalan dönüşümlerinin özellikleri verilmiştir. Daha sonra bu dizilerin Catalan dönüşümlerinin terimleri matrislerle ilişkilendirilmiştir. -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Catalan dönüşümlerinin farklı  değerlerine göre terimleri hesaplanmış ve bunlardan bazıları OEIS'teki dizilerle ilişkilendirilmiştir. Bu dizilerin Catalan dönüşümlerinin üreteç fonksiyonları bulunmuştur. Son olarak -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Catalan dönüşümlerinin terimlerine Hankel dönüşümü uygulanarak oluşturulan matrislerin determinantları hesaplanmış ve çıkan sonuçlar diziler ile ilişkilendirilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Catalan sayıları, Fibonacci sayıları, Hankel dönüşümü, -Mersenne dizisi, -Mersenne-Lucas dizisi, Üreteç fonksiyon.

ABSTRACT

CATALAN TRANSFORM OF GENERALIZED -MERSENNE and -MERSENNE-LUCAS SEQUENCES

Bayram ŞEN

Master’s Thesis, Erzincan Binali Yıldırım University, Institute of Science and Technology, 
Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Engin ÖZKAN
2025, 34 pages


In this thesis,  the Halton identity of -Mersenne and -Mersenne-Lucas sequences are calculated and the relationship between -Mersenne sequence and Fibonacci sequences are obtained. In addition, the relationships between -Mersenne and -Mersenne-Lucas sequences and the roots of the characteristic equations of these sequences are found. Catalan transformations of -Mersenne and -Mersenne-Lucas sequences are defined and the properties of these Catalan transformations are given. Then, the terms of Catalan transformations are associated with matrices. The terms of Catalan transformations of -Mersenne and -Mersenne-Lucas sequences are calculated according to different  values ​​and some of them are associated with sequences in OEIS(The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences). The generating functions of Catalan transformations of these sequences are found. Finally, the determinants of the matrices formed by applying the Hankel transformation to the terms of the Catalan transformations of the -Mersenne and -Mersenne-Lucas sequences are calculated, and the resulting determinants are associated with the sequences.

Keywords: Catalan numbers, Fibonacci numbers, Hankel transform, -Mersenne sequence, -Mersenne-Lucas sequence, Generating functions.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

		           Fibonacci sayısı
			 Lucas sayısı
		           Pell sayısı
			 Pell-Lucas sayısı
			 Mersenne sayısı
		          Mersenne-Lucas sayısı
			 Jacobsthal sayısı
			 Jacobsthal-Lucas sayısı
			 -Fibonacci dizisi
			 -Mersenne dizisi
			 -Mersenne-Lucas dizisi 
			 -Jacobsthal dizisi
			 -Lucas dizisi
			 Catalan sayısı
		         Alt sınırı ve üst sınırı  olan toplam sembolü
		R matrisinin determinantı
			Catalan dizisinin üreteç fonksiyonu
			-Mersenne dizisinin üreteç fonksiyonu
			-Mersenne-Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu
		         -Mersenne dizisinin Catalan dönüşümünün üreteç fonksiyonu
			-Mersenne-Lucas dizisinin Catalan dönüşümünün üreteç fonksiyonu


1. GİRİŞ

Sayı dizileri matematikte önemli bir konu alanı oluşturur. Bu diziler genellikle belirli bir kuralı izleyen ardışık sayılardan oluşur. Fibonacci dizisi en iyi bilinen ve en sık karşılaşılan sayı dizilerinden biridir. Bu diziler uzun süredir bilim insanlarının ilgisini çekmektedir. Fibonacci ve Lucas dizileri Cebirsel Kodlama Teorisi, Fizik, Filotaksis, Biyomatematik, Bilgisayar Bilimi, Kimya vb. gibi çeşitli alanlara uygulanmıştır. Genelleştirilmiş Fibonacci dizisinin tekrarlama ilişkisi ve başlangıç ​​koşulları değiştirilerek yeni diziler elde edilir. Bu tür dizilerin bilinen örnekleri Horadam, -Balancing -Pell, -Chebsyhev dizisi, Gaussian Fibonacci, -Oresme sayıları, -Jacobsthal-Lucas ve Narayana dizileridir.

Sayı dizileri hakkında önemli bilgiler elde eden Leonardo Fibonacci . ve . yüzyıllarda yaşamış İtalyan matematikçidir. Pisa şehrinde doğan Leonardo Fibonacci çocukluğunu Cezayir`de geçirmiştir. İlk matematik bilgilerini Müslüman eğitimcilerden almış olup küçük yaşta Arap sayı sistemini öğrenmiştir. Leonardo Fibonacci 1202’de “Liber Abaci” isimli kitabını yazmıştır. Bu kitap Arap sayı sisteminin batı Avrupa’ya girmesinde büyük rol oynamıştır. Bu kitapta bulunan bir problem, ortaçağ matematiğine büyük katkılar sağlamıştır. Bu problem şu şekildedir;

“Dört yanı duvarlarla çevrili bir yere bir çift tavşan konulmuştur. Her çift tavşanın bir ay içinde yeni bir çift tavşan yavruladığı, her yeni çiftin de erginleşmesi için bir ay gerektiği ve tavşanların ölmediği varsayılırsa, bir yıl sonunda dört duvarın arasında kaç çift tavşan olur?’’

Fibonacci tavşan problemi, matematiksel modelleme ve doğal süreçlerin açıklanmasında kullanılan klasik bir örnektir. Bu problemde, başlangıçta bir çift tavşanın olduğu ve her ay yeni bir çift tavşan yavruladığı varsayılır. Yavrunun ise yalnızca iki ay sonra üreme kapasitesine ulaşacağı kabul edilir. Problemin amacı, bu tavşan çiftlerinin her ay nasıl çoğalacağını matematiksel bir modelle açıklamaktır. Bu süreç, doğadaki üreme oranları ve büyüme ile ilgili bir dizi matematiksel kavramı anlamamıza yardımcı olur.
Fibonacci dizisi, her sayının kendisinden önceki iki sayının toplamı olduğu bir sayı dizisidir. Genellikle 0 ve 1 ile başlar. Aşağıdaki gibi devam eder,
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...


Sıradaki sayıyı bulmak için, yalnızca en son iki sayının toplamını almanız yeterli olacaktır.






şeklinde devam eder. 

Fibonacci’nin tavşan problemini matematiksel olarak modellemek için bu dizinin yapısı kullanılır. Örneğin:
1. İlk ayda, yalnızca bir çift tavşan vardır.
2. İkinci ayda bu çift bir çift yavru yapar, böylece toplamda 2 çift tavşan olur.
3. Üçüncü ayda, ilk çiftin yavrusu da üreme kapasitesine ulaşır ve toplamda 3 çift tavşan bulunur.
4. Dördüncü ayda bu sayı 5'e çıkar ve süreç devam eder.
Bu durumu genel bir matematiksel formülle ifade edersek, . aydaki tavşan çifti sayısı şu şekilde hesaplanabilir:
.
Burada , . aydaki tavşan çifti sayısını temsil eder.

Fibonacci dizisinin, sadece tavşanların üreme süreçlerini modellemede değil aynı zamanda doğada karşılaşılan birçok düzenin temelinde olduğu görülür. Örneğin, bitkilerin yapraklarının dizilişinde, çiçeklerdeki petal sayıları ve deniz kabuklarının spiral yapılarında Fibonacci dizisine rastlanır. Bu tür yapılar, doğanın verimli şekilde büyümesini ve kaynakları en iyi şekilde kullanmasını sağlar. Fibonacci dizisi, organizmaların büyümelerinde en az enerji harcayarak en fazla verimliliği elde etmelerini sağlayan bir düzen sunar.

Fibonacci dizisinin bu doğal hadiselerdeki rolü, bilim insanlarını bu düzenin hayatta kalma ve gelişme açısından avantajlı olduğu düşüncesine sevk eder. Örneğin, ayçiçeğin başlarındaki tohumların düzeni, Fibonacci dizisini takip ederek maksimum alan verimliliğini elde eder. Benzer şekilde, deniz kabuklarındaki spirallerin geometrik yapısı da bu dizinin doğadaki en verimli yapıları oluşturmak için nasıl kullanıldığını gözler önüne serer.

Fibonacci dizisinin yalnızca biyolojik sistemlerde değil aynı zamanda modern matematiksel ve ekonomik analizlerde de önemli bir yeri vardır. Ekonomi alanında Fibonacci seviyeleri, yatırımcılar tarafından piyasa eğilimlerini tahmin etmek için kullanılır. Bu seviyeler, özellikle borsa analizlerinde hisse senedi fiyatlarının geri çekilme hareketleri ve potansiyel destek/direnç seviyeleri için önemli bir rehberdir. Ayrıca bilgisayar bilimlerinde de Fibonacci dizisi, algoritmaların optimizasyonunda ve veri yapılarının verimli bir şekilde düzenlenmesinde kullanılmaktadır.

Sonuç olarak Fibonacci’nin tavşan problemi, sadece matematiksel bir hesaplama meselesi değil aynı zamanda doğadaki büyüme ve üreme süreçlerini anlamamıza yardımcı olan derin bir araçtır. Fibonacci dizisi, doğada karşımıza çıkan düzenleri açıklarken aynı zamanda bu düzenlerin insanlar tarafından çeşitli alanlarda nasıl uygulanabileceğini de gösterir. Bu bağlamda Fibonacci dizisi, evrensel bir model olarak karşımıza çıkar ve birçok farklı alanda verimlilik ve düzen anlayışını destekler.

Fibonacci sayılarının ardışık terimlerinden büyüğü, küçüğüne oranlandığında elde edilen sayılar gittikçe altın orana yakınsar.  sayısı olan altın oran doğadaki canlı ve cansız varlıkların şeklinde ve yapısında karşımıza çıkan uyum açısından en yetkin boyutları veren özel bir orandır. Örneğin; ayçiçeğinin sağdan sola doğru ve soldan sağa doğru merkezinden dışarı doğru çıkıldığında tane sayılarının birbirine oranında, papatyada yaprakların sayılarında, çam kozalağında, tütün bitkisinde, salyangozun kabuğunda, deniz kabuğunda, Süleymaniye ve Selimiye Camisi'nde ve insan vücudunda da görülmektedir.
Çalışmamızla ilgili literatürde olan bazı önemli çalışmalar aşağıda sıralanmıştır.

Hoggatt (1965) Fibonacci ve Lucas sayılarına dair yeni bağıntılar keşfetmiş ve bunları ispatlamıştır.

Horadam (1971) dizilerle ilgili araştırmalarında, Pell ve Pell Lucas sayı dizilerini tanımlamış ve bu dizilerin terimlerini Pell ve Pell Lucas sayıları olarak adlandırmıştır. Ayrıca Jacobstal ve Jacobstal Lucas sayılarına ait genel formülü ve karakteristik kökleri ortaya koymuştur.

Hoggatt ve Bicknell (1973) Fibonacci polinomlarını inceledikleri çalışmalarında, bu polinomların Pascal üçgeni ile olan bağlantısını keşfetmişlerdir.

Vajda (1989) Fibonacci ve Lucas sayıları üzerinde gerçekleştirdiği çalışmalarında, bu sayılara dair bazı özgün özellikler ortaya koymuştur.
Knox (1992) sonlu gruplar üzerindeki çalışmalarını -nacci dizileriyle ilgili yeni bir yaklaşımla genişletmiştir.

Koshy (1998) Fibonacci dizisi üzerine gerçekleştirdiği çalışmalarda, Fibonacci sayılarının çeşitli özelliklerine dair önemli yeni bağıntılar ortaya koymuştur.

Melham (1999) Pell ve Pell-Lucas sayıları üzerine yaptığı incelemede, bu sayılarla ilgili çeşitli eşitlikleri ortaya koymuş ve Fibonacci ile Pell sayıları arasındaki ilişkiyi toplam formülüyle açıklamıştır.

Koshy (2001) çalışmasında, Fibonacci ve Lucas sayılarının bazı önemli özellikleri ile bu sayılarla ilişkili çeşitli matematiksel formülleri ele almıştır.

Larcombe ve Wilson (2001) çalışmalarında Catalan sayılarının genel tanımını, Catalan sayılarının nasıl elde edildiğini ve bu sayılarının arasındaki özellikleri incelemişlerdir.

Layman (2001) çalışmasında, bir tam sayı dizisinin Hankel dönüşümü tanımlamış ve bazı özelliklerini incelemiştir.

Özkan vd. (2003) 3-adım Fibonacci dizileri ve Wall sayıları üzerine iki yeni teorem geliştirmiş ve bu dizilerle ilgili beş varsayım ileri sürmüşlerdir. Ayrıca, 'ten küçük asal sayılar için söz konusu varsayımları bilgisayar ortamında doğrulamışlardır.

Özkan (2003) makalesinde, nilpotent gruplarında nilpotent sınıfı 4 ve p üslü (exponent )(p asal sayı) olan durumlar için 3-adım genel Fibonacci dizileri oluşturmuş ve bu dizinin terimlerini hesaplamak için gerekli bağıntıları belirlemiştir.

Özkan (2004) tarafından yapılan bir çalışmada, bir nilpotent grubunun nilpotent sınıfı n ve p üssü  (p bir asal sayı) olduğu durumlar için üç adımda genel Fibonacci dizileri oluşturulmuş ve bu dizilerin α. terimini hesaplayan formüller geliştirilerek kanıtlanmıştır.

Öcal vd.  (2005) -genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları üzerine gerçekleştirdikleri çalışmalarında, bu sayılar için yeni temsiller geliştirmiş ve söz konusu temsilleri kullanarak Binet formülünü bu özel sayılar için türetmişlerdir.
Stakhov ve Rozin (2006) makalelerinde, Fibonacci ve Lucas -sayılarını tanımlamış ve bu ifadelere ilişkin olarak yeni formüller türetmişlerdir.

Kılıç vd. (2006) genelleştirilmiş -mertebeli Pell sayıları üzerinde gerçekleştirdikleri çalışmada, bu sayılara ait -dizilerini tanımlamış ve dizilerin matris temsillerini ortaya koymuşlardır. Ayrıca, geliştirdikleri formüller sayesinde dizinin elemanlarının doğrudan hesaplanabileceğini kanıtlamışlardır.

Falcon ve Plaza (2007) Fibonacci sayıları üzerine yaptıkları çalışmada, bu sayıları yeni bir biçimde genelleştirerek -Fibonacci sayı dizisini tanımlamışlar ve bu dizinin Fibonacci ile Pell sayılarının genelleştirilmiş bir hali olduğunu ortaya koymuşlardır.

Rajkovic vd. (2007) Genelleştirilmiş Catalan sayıları ve Hankel dönüşümü üzerine çalışmalar yapmıştır.

Özkan (2007) Fibonacci dizileri üzerine gerçekleştirdiği çalışmada, kısıtlı Fibonacci dizilerine dair bazı teoremler türetmiş ve bu teoremleri kanıtlamıştır.

Kılıç ve Taşcı (2008) Lucas sayıları ve genelleştirilmiş -basamaklı Fibonacci sayıları üzerine yaptıkları araştırmada, genelleştirilmiş Lucas sayıları için yeni bir tanım önererek -basamaklı Lucas ve Fibonacci fonksiyonları arasında yeni ilişkiler keşfetmişlerdir.

Mikkawy ve Sogabe (2010) çalışmalarında, -Fibonacci sayıları için yeni bir aile tanımlamışlardır.

Özkan ve Dervişoğlu (2012) çalışmalarında, modüler aritmetikte Catalan sayılarını asal sayılar için incelemiş ve onunla ilgili bazı teoremleri ispatlamışlardır.

Catarino vd. (2016) çalışmalarında Mersenne, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerinin aralarındaki bazı bağıntıları elde etmişlerdir. 

Özkan vd. (2017) yaptıkları çalışmalar sonucunda Lucas sayıları ile Fibonacci ailesi arasında bir ilişki keşfetmişlerdir. Ayrıca, -Lucas sayıları için yeni bir tanım geliştirerek bu yeni sayı ailesinin Lucas sayıları ve Lucas ailesiyle olan bağlantılı özelliklerini incelemişlerdir.
Özkan vd. (2017) Fibonacci ve Lucas sayı ailesine ait bazı özellikleri keşfetmiş ve bu özelliklerin doğruluğunu kanıtlamışlardır. Ayrıca, bu iki sayı ailesi arasında çeşitli ilişkiler ortaya koymuşlardır.

Goy (2018) makalesinde, girişleri Mersenne sayıları olan Toeplitz-Hessenberg determinantları ve kalıcılarının bazı ailelerini ele almış ve bu çalışmalar sırasında Mersenne sayıları için yeni özdeşlikler keşfetmiştir.

Frontczak ve Goy (2020) makalelerinde Mersenne sayıları ile genelleştirilmiş Fibonacci sayıları arasındaki bağlantıları ortaya çıkarmışlardır.

Taştan ve Özkan (2020) yaptıkları çalışmada -Jacobsthal dizisinin Catalan dönüşümünü ve Hankel dönüşümünü sunmuşlardır. Aynı zamanda bu dizinin bazı özelliklerini incelemişlerdir.

Soykan (2020) genelleştirilmiş Narayana dizilerini tanımlamış ve Narayana dizisinin yanı sıra Narayana-Lucas ve Narayana-Perrin dizileri olarak adlandırdığı iki özel durumu ayrıntılı olarak incelemiştir. Bu dizilerin Binet formüllerini, üreteç fonksiyonlarını ve bazı özelliklerini sunmuştur.

Patra ve Kaabar (2021) ‐Balancing dizilerinin Catalan dönüşümü tanımlamışlar. Ayrıca, elde etikleri Catalan dönüşümünü matrislerle ilişkilendirmişlerdir.

Taştan ve Özkan (2021) -Pell, -Pell-Lucas ve Modifiye -Pell dizilerinin Catalan ve Hankel dönüşümlerini tanımlamışlardır.

Soykan (2021) makalesinde, genelleştirilmiş Mersenne dizisini tanıtmıştır. Ayrıca Mersenne ve Mersenne-Lucas dizileri için Binet formüllerini, üreteç fonksiyonlarını ve bazı özelliklerini sunmuştur.

Taşci  (2021) Gaussian Mersenne sayılarını tanımlamış ve bunların bazı özelliklerini sunmuştur. Ayrıca Gaussian Mersenne sayıları, Gaussian Jacobsthal sayıları ve Gaussian Jacobsthal-Lucas sayıları arasındaki bazı ilişkileri incelemiştir.

Akkuş vd. (2021) Fibonacci dizisinin yeni bir genelleştirmesini oluşturarak -Jacobsthal-Lucas dizisini tanımlayarak dizinin Catalan dönüşümüne uygulamasını sunmuşlardır.

Özkan vd. (2022) tamamlanmamış Jacobsthal sayılarının Catalan dönüşümünü tanıtıp bu sayıların Catalan dönüşümlerine Hankel dönüşümünü uygulamışlar. Ve bu sayılarla ilgili bazı özellikleri incelemişlerdir.

Soykan (2022) genelleştirilmiş -Mersenne dizisini tanımlamış ve -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerini ayrıntılı olarak incelemiştir. Bu dizilerin  Binet formüllerini, üreteç fonksiyonlarını ve birçok özelliklerini sunmuştur.

Eser vd. (2023) çalışmalarında Mersenne ve Mersenne-Lucas hibrinomial kuaterniyonlarını tanıtıp, bazı özelliklerini sunmuşlar. Bu polinomlar için bazı özdeşlikler türetmişlerdir.

Kapoor ve Kumar (2023) çalışmalarında Padovan dizisinin Catalan dönüşümünü tanımlamışlar ve bu dönüşümle ilgili bazı özellikleri elde etmişlerdir.

Özkan ve Akkuş (2023) yaptıkları çalışmada 𝑘-Chebsyhev dizisini tanımlamış ve bu dizinin terimleri arasındaki ilişkileri sunmuşlardır. Ayrıca bu dizinin Catalan dönüşümünü ve bazı özelliklerini incelemişlerdir.

Özkan ve Akkuş (2024) çalışmalarında Dickson polinomlarından esinlenerek Dickson -Fibonacci dizisini tanımlayıp birçok özelliklerini bulmuşlardır.

Prasad ve Kumari (2024) çalışmalarında Mersenne sayılarını Frank matrisleri ile ilişkilendirmişlerdir.

Uysal vd. (2025) çalışmalarında hiperbolik -Mersenne ve -Mersenne-Lucas oktonyonlarını tanımlamış ve cebirsel özelliklerini incelemişlerdir.

Özkan vd. (2025) -Mersenne ve -Mersenne Lucas Dizilerinin bazı özelliklerini inceleyip bu dizilerin Catalan dönüşümlerini tanımlamışlardır. Ayrıca bu dizilerin Hankel dönüşümlerini inceleyip sonuçları -Mersenne ve -Mersenne Lucas dizileriyle ilişkilendirmişlerdir.

2. KAVRAMSAL ÇERÇEVE VE İLGİLİ ÇALIŞMALAR

2.1. Fibonacci Dizisi

Fibonacci dizisi, ilk iki terimi sırasıyla  ve  olan ve sonraki her terimi önceki iki terimin toplamı olarak hesaplanan bir sayı dizisidir. Bu dizi,
                                                  ,  	                                                (2.1) formülü ile ifade edilir.
Burada  dizinin elemanının sırasıdır ve ​ dizinin -yinci elemanını ifade eder. Örneğin, Fibonacci dizisinin ilk birkaç terimi şunlardır: 

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,
                                                                                                                                  
şeklinde olup bu denklemin kökleri ise;
    ve  
şeklindedir. Buradaki  sayısı bilinen metalik oranlardan altın orandır. Buradan hareketle Fibonacci dizisi
    					     	    						          (2.2)
şeklinde de yazılabilir. Bu ifadeye, Fibonacci sayılarını hesaplamak için kullanılan Binet formülü denir (Koshy, 2001).

2.2. Lucas Dizisi

Bir  doğal sayısı için ilk iki terimi ,  olan ve 
 					          (2.3)
ifadesi ile tanımlanan sayı dizisine Lucas sayı dizisi denir. Karakteristik denklemi,
  			      		         	          
şeklindedir. Denklemin kökleri,
   ve  
dir. Lucas dizisinin Binet formülü,
                                                                                                                     (2.4)                                
şeklindedir (Koshy, 2001).
2.3.  Pell Dizisi

Bir  doğal sayısı için ilk iki terimi  ve  olan ve
                                                                                                             (2.5)                                                            
ifadesi ile tanımlanan  sayı dizisine Pell dizisi denir. Bu dizinin karakteristik denklemi,
                                                                                                                 
biçiminde olup kökleri,
 ve 
dir. Burada  sayısı gümüş orandır.  Pell sayısı
                                                                                                                   (2.6)          
biçimindeki Binet formülü ile hesaplanır (Melham, 1999).

2.4. Pell-Lucas Dizisi

Bir  doğal sayısı için ilk iki terimi  ve  olan ve
                                                                                                          (2.7)
ifadesi ile tanımlanan  sayı dizisine Pell-Lucas sayı dizisi denir. Bu dizinin karakteristik denklemi,
                                                    			    		       
biçiminde olup kökleri,
 ve 
şeklindedir.   Pell-Lucas sayısı ise
                                                                                                                  (2.8)
biçimindeki Binet formülü ile hesaplanır (Melham, 1999).

2.5. Mersenne Dizisi

Bir  doğal sayısı için ilk iki terimi  olan
                                                                                                 (2.9)
ile tanımlanan  sayı dizisine Mersenne sayı dizisi denir. Bu dizinin karakteristik denklemi,
                                                                                                             
biçiminde olup kökleri,
                                                           ve                 
dir.  Mersenne sayısı, 
 							                                                   (2.10)
şeklindeki Binet formülü ile hesaplanır. Mersenne dizisinin üreteç fonksiyonu ise
                                                                                       (2.11)
eşitliği ile verilir (Uysal vd, 2025).

2.6. Mersenne-Lucas Dizisi

Bir  doğal sayısı için ilk iki terimi  olan
                                                                                                        (2.12)
ile tanımlanan  ifadesine Mersenne-Lucas sayı dizisi denir. Bu dizinin karakteristik denklemi,
 						       					      
biçiminde olup kökleri,
 ve 
dir.  Mersenne-Lucas sayısı, 
                                                               =    						       (2.13)
biçimindeki Binet formülü ile hesaplanır (Uysal vd, 2025).

2.7. Jacobsthal Dizisi

Bir  doğal sayısı için  ve  olan ve
                                                                                                           (2.14)
ile tanımlanan  sayı dizisine Jacobsthal sayı dizisi denir.  Jacobsthal sayısı 
         			  	       (2.15)
şeklindeki Binet formülü ile hesaplanır (Koshy, 2001).

2.8. Jacobsthal-Lucas Dizisi

Bir  doğal sayısı için  ve  olan ve
  				               (2.16)
ile tanımlanan  sayı dizisine Jacobsthal-Lucas sayı dizisi denir.  Jacobsthal-Lucas sayısı 
       			                            (2.17)
biçimindeki Binet formülü ile hesaplanır (Koshy, 2001).

2.9. Catalan Sayıları

Bir  doğal sayısı için  Catalan sayısı Barry (2005) tarafından aşağıdaki biçimde tanıtılmıştır;
             veya  .	                          (2.18)
Bazı Catalan sayıları ise aşağıdaki gibidir:
.
Catalan sayıları için üreteç fonksiyonu,
                                                                                                                 (2.19)
biçimindedir. Ardışık iki Catalan sayısından büyüğünün küçüğüne oranı 
 
şeklindedir. 

2.10. Hankel Dönüşümü

 reel sayılar olmak üzere aşağıda tanımlanan ,  dönüşümüne Hankel dönüşümü denir. Bu dönüşüm;
			               (2.20)
şeklindedir. A,  türünde matris, Hankel dönüşüm matrisinin alt kare matrisidir. (Falcon, 2013).










3. YÖNTEM

-Fibonacci sayılarının ilk olarak 2000'lerde Falcon ve Plaza tarafından genel bir formda tanıtıldığı ve araştırıldığı bilinmektedir. Bu araştırmalar, -Fibonacci sayılarının temel özelliklerini anlamak ve daha geniş matematiksel teorileri ortaya koymak adına önemli adımlar atılmasına olanak sağlamıştır. Bu bölümde -Fibonacci sayıları üzerine yapılan akademik çalışmalar ve araştırmalar ele alınacaktır.

3.1. -Fibonacci Dizisi

Her  pozitif reel sayısı için,  ve ilk iki terimi  ve  olmak üzere -Fibonacci dizisi,
                                              (3.1)
ifadesi olarak tanımlanır. Bu ifadede  alındığında bilinen Fibonacci dizisi,  alındığında Pell dizisi elde edilir.  -Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,
                                                                                                                  
şeklindedir. Bu ikinci dereceden sabit katsayılı denklemin kökleri ise;
 , 
şeklindedir. Karakteristik denklemin kökleri aşağıdaki özelliklerin doğruluğunu kanıtlar. 
, ,   ve .
-Fibonacci dizisinin Binet formülü ise,
                                                           			  		                  (3.2)
biçiminde tanımlanır. 
Aşağıda bazı -Fibonacci dizisinin terimleri verilmiştir (Falcon ve Plaza, 2009).
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
· .
3.2. -Lucas Dizisi

Her  pozitif reel sayısı için,  ve ilk iki terimi  ve  olmak üzere,
 						      				        (3.3)
ifadesi olarak tanımlanır. Bu ifadede   alındığında Lucas dizisi elde edilir. 
-Lucas dizisinin karakteristik denklemi,
                                                                                                                
şeklindedir. Bu ikinci dereceden sabit katsayılı denklemin kökleri ise;
 , 
şeklindedir. Karakteristik denklemin kökleri aşağıdaki özelliklerin doğruluğunu kanıtlar. 
, ,   ve .

-Lucas dizisinin Binet formülü ise,
                                                                                                                 (3.4)
biçiminde tanımlanır.
Aşağıda -Lucas dizisinin bazı terimleri verilmiştir (Falcon 2011).
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
· .

3.3 -Jacobsthal-Lucas Dizisi

Her  pozitif reel sayısı için,  ve ilk iki terimi,  olmak üzere,
                                                                                                    (3.5)
ifadesi -Jacobsthal-Lucas sayı dizisi olarak tanımlanır. Bu dizinin karakteristik denklemi ise,
                                                              	                                               
şeklinde ifade edilir. Bu sabit katsayılı ikinci dereceden denklemin kökleri ise;
 , 
biçiminde olup, karakteristik denklemin kökleri aşağıdaki özelliklerin doğruluğunu kanıtlar:
, ,  ve .
-Jacobsthal-Lucas dizisinin Binet formülü ise,
                                                                                                                (3.6)
biçiminde tanımlanır (Akkuş vd., 2021).
Aşağıda bazı -Jakobsthal-Lucas dizisinin terimleri verilmiştir:
· ,
· ,
· ,
· ,
· +1,
· ,
· .

3.4. -Mersenne Dizisi

 ,  olsun. -Mersenne dizisi
                                                                                             (3.7)
şeklinde tanımlanır (Chelgham ve Boussayoud, 2021). Burada ,  dir.  olduğunda bilinen Mersenne sayıları elde edilir. 
Dizinin karakteristik denklemi şu şekildedir:
                                                               .                                               
Karakteristik denklemin kökleri:
 ve 
şeklindedir. Karakteristik denklemin kökleri için aşağıdaki özellikler geçerlidir:
, , .
-Mersenne dizisinin için Binet formülü: 
                                                                                                                     (3.8)
şeklindedir.
-Mersenne dizisinin bazı terimleri aşağıdaki tabloda sunulmuştur.


Tablo 1. -Mersenne dizisinin terimleri
	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	
	



Teorem 3.4.1.  ve  için -Mersenne dizisinin toplam formülü:
                                                                                        
şeklindedir (Chelgham ve Boussayoud, 2021).
İspat. -Mersenne dizisinin genel terimi kullanılarak elde edilir. Yani   

-Mersenne dizisinde ’nin  bazı değerleri için aşağıda yazılan,




ifadeleri alt alta toplanıp gerekli işlemler yapıldığı takdirde,
 
 
 
ifadesi bulunur.

3.5. -Mersenne-Lucas Dizisi

-Mersenne-Lucas dizisi 
                                                                                               (3.9)
şeklinde tanımlanır (Chelgham ve Boussayoud, 2021). 
Burada ,  dır.  olduğunda Mersenne-Lucas sayıları elde edilir.
Dizinin karakteristik denklemi şu şekildedir:
                                                           .                                                  
Karakteristik denklemin kökleri,
 , 
şeklindedir. Karakteristik denklemin kökleri için aşağıdaki özellikler geçerlidir:
, , .
-Mersenne-Lucas dizisi için Binet formülü,
                                                                                                                  (3.10)
şeklindedir. İlk birkaç -Mersenne-Lucas dizisinin terimleri aşağıdaki tabloda sunulmuştur.

Tablo 2. -Mersenne-Lucas dizisinin terimleri
	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	
	



Teorem 3.5.1.  ve  için -Mersenne-Lucas dizisinin toplam formülü:
                                                                                  
şeklindedir (Chelgham ve Boussayoud, 2021).
İspat. -Mersenne-Lucas dizisinin tanımı kullanılarak elde edilir. Yani

-Mersenne-Lucas dizisinde ’nin bazı değerleri için aşağıda yazılan,




ifadeleri alt alta toplanıp gerekli işlemler yapılırsa,
 
    
 
                                             
elde edilir.

3.6. -Fibonacci Dizisinin Catalan Dönüşümü

-Fibonacci sayılarının Catalan dönüşümü ,
                                                                             (3.11)
şeklindeki ifadeyle belirtilmiştir (Falcon, 2013).
Bu dönüşüm yardımıyla Catalan -Fibonacci dizisinin terimleri:
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
şeklinde bulunur. Bu denklemleri  türünde alt üçgen matris şeklinde belirtip,
                                                                                 
 matrisinin çarpımı şeklinde yazılabilir ve  matrisinin 1. ve 2. sütunları Catalan sayılarından oluşmaktadır. Yani aşağıdaki eşitlik elde edilir (Falcon, 2013).
.

3.7. -Lucas Dizisinin Catalan Dönüşümü

-Fibonacci dizisinin Catalan dönüşümü olan
 
tanımı yardımıyla -Lucas dizisinin Catalan dönüşümü,  olmak üzere aşağıdaki gibi tanımlanmıştır:
                                              .                               (3.12)
Bu dönüşüm -Lucas dizisine uygulandığında Catalan -Lucas dizisinin terimleri aşağıdaki gibi elde edilmiştir (Özkan vd., 2020).
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
Elde edilen   dizisi  üçgen matrisi ve  boyutlu  matrisinin çarpımı olarak yazılabilir:
                                                    .                                      
Yani;

eşitliği elde edilir (Özkan vd., 2020).

3.8. -Jacobsthal-Lucas Dizisinin Catalan Dönüşümü

-Fibonacci dizisinin Catalan dönüşümü olan
 
tanımını kullanarak -Jacobsthal-Lucas dizisinin Catalan dönüşümü aşağıdaki gibi tanımlanmıştır:
                                            .                                 (3.13)
Bu dönüşüm -Jacobsthal-Lucas dizisine uygulandığında Catalan -Jacobsthal-Lucas dizisinin terimleri aşağıdaki gibi elde edilmiştir (Akkuş vd., 2021).
· 
· ,
· ,
· ,
· ,
· .
Bulunan   dizisi  üçgen matrisi ve  boyutlu  matrisinin çarpımı olarak da yazılabilir:
                                                    .                                     
Yani;

eşitliği elde edilmiştir.

3.9. -Fibonacci Dizisinin Catalan Dönüşümünün Hankel Dönüşümü

-Fibonacci dizisine Catalan dönüşümü uygulandıktan sonra bulunan  terimlerine Hankel dönüşümü uygulanırsa;
· ,
· ,
· ,
eşitlikleri elde edilir (Falcon, 2011).

3.10. -Lucas Dizisinin Catalan Dönüşümünün Hankel Dönüşümü

-Lucas dizisine Catalan dönüşümü uygulandıktan sonra bulunan  terimlerine Hankel dönüşümü uygulanırsa;
· ,
· ,
· 

    
sonuçlarına ulaşılır (Özkan vd., 2020).

3.11. -Jacobsthal-Lucas Dizisinin Catalan Dönüşümünün Hankel Dönüşümü

-Jacobsthal-Lucas dizisine Catalan dönüşümü uygulandıktan sonra bulunan  terimlerine Hankel dönüşümü uygulanırsa;
· ,
· ,
· 
                       ,
sonuçlarına ulaşılır (Akkuş vd., 2021).



























4. BULGULAR

4.1. -Mersenne ve -Mersenne-Lucas Dizilerinin Özellikleri

Aşağıdaki teoremde -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Halton özdeşliği verilmiştir.

Teorem 4.1.1. (Halton Özdeşliği).  ve  için aşağıdaki ifadeler elde edilir:
i. ,
ii. .
İspat i. -Mersenne dizisi için Binet formülü kullanılırsa,
 
                                                  
                                                   
                                                   
 				             
                                                    
elde edilir.
ii. -Mersenne-Lucas dizisi için Binet formülü kullanılırsa,

                        
                        
                        
                       
                      
                      
elde edilir. 
Aşağıdaki teoremde -Mersenne  ile Fibonacci dizisi  arasındaki ilişki sunulmuştur.
Teorem 4.1.2.  için aşağıdaki ifadeler elde edilir:

							       .
İspat. -Mersenne dizisi için Binet formülü kullanılırsa,
 
                                          
 				    
                                          
 				    
                                          
			              
ifadesi elde edilir.
 Aşağıdaki teoremlerde -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizileri ile bu dizilerin karakteristik denklemlerinin kökleri arasındaki bağıntılar bulunmuştur.
Teorem 4.1.3.  ve  için aşağıdaki ifadeler elde edilir:
i. , 
ii. ,
iii. , 
iv. .
İspat. Dizilerin Binet formülleri ve karakteristik denkleminin köklerinin özellikleri kullanılırsa aşağıdaki eşitlikler elde edilir.
i.  
                                                        
                                                        
                                                        .
ii. 
                                                        .
iii. 
iv. .
Teorem 4.1.4.  ,  ve  için aşağıdaki ifadeler elde edilir:
i. ,                               ii. .                                 
İspat. i.   için aşağıdaki eşitlikler elde edilir:
      .
  için aşağıdaki eşitlikler elde edilir:
      .
ii.  için aşağıdaki eşitlikler elde edilir:
.
 için aşağıdaki eşitlikler elde edilir:
 				.

4.2. -Mersenne ve -Mersenne-Lucas Dizileri için Catalan Dönüşümü

Tanım 4.2.1.  ,  ve  için,
 			                             (4.1)
dönüşümü -Mersenne dizisinin Catalan dönüşümü olarak adlandırılır. Bu dönüşüm kullanılarak -Mersenne dizisinin Catalan dönüşümlerinin terimleri aşağıdaki gibi bulunmuştur (Özkan vd. 2025):
· ,
· ,
· .
· ,
· ,
· .
Bulunan  dizisi, 𝑛𝑥1 boyutlu  matrisi ile alt üçgen matris 'nin çarpımı şeklinde de yazılabilir (Özkan vd. 2025).
                                     	                    
Bu durumda 𝐶 matrisinin 1. ve 2. sütunları, Catalan sayılarıyla oluşur ve bu matrisin elemanları bir tekrarlama bağıntısını doğrular (Özkan vd. 2025).

Tablo 3. -Mersenne dizisinin Catalan Üçgeni
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	



Bazı Catalan dönüşümlerinin sonuçları aşağıda sunulmuştur.
, OEIS’te A001791 indeksi ile listelenmektedir.





Tanım 4.2.2   ,  ve  için,
                                                                                              (4.2)
dönüşümü -Mersenne-Lucas dizisinin Catalan dönüşümü olarak adlandırılır. Bu tanıma dayanarak -Mersenne-Lucas dizisinin Catalan dönüşümlerinin terimleri aşağıdaki gibi bulunmuştur (Özkan vd. 2025):
· ,
· ,
· ,
· ,
· ,
· .
Bulunan  dizisi, 𝑛𝑥1 boyutlu  matrisi ile alt üçgen matris 'nin çarpımı şeklinde de yazılabilir (Özkan vd. 2025).
                                    			          
Bu durumda 𝐶 matrisinin 1. ve 2. sütunları Catalan sayılarıyla oluşur ve bu matrisin elemanları bir tekrarlama bağıntısını doğrular (Özkan vd. 2025).

Tablo 4. -Mersenne-Lucas dizisinin Catalan Üçgeni
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	



Bazı Catalan dönüşümlerinin sonuçları aşağıda sunulmuştur:
 ,
 ,
 ,
, 
,

.

4.3. -Mersenne ve -Mersenne-Lucas Dizilerinin Catalan Dönüşümlerinin Üreteç Fonksiyonları

Bu bölümde -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Catalan dönüşümlerinin üreteç fonksiyonları elde edilmiştir.
Teorem 4.3.1 -Mersenne dizisinin Catalan dönüşümünün üreteç fonksiyonu 
                                              					          
şeklindedir (Özkan vd. 2025).
İspat. -Mersenne ve Catalan dizilerinin üreteç fonksiyonu sırasıyla,
   ve 
şeklindedir. Buradan -Mersenne dizisinin Catalan dönüşümünün üreteç fonksiyonu için aşağıdaki eşitlikler elde edilir:
                                 
                                                        
                                                        
                                                        
ifadesi elde edilir ve ispat biter.
Teorem 4.3.2. -Mersenne-Lucas dizisinin Catalan dönüşümünün üreteç fonksiyonu 
[bookmark: _GoBack]         					    				         
şeklindedir (Özkan vd. 2025).
İspat. -Mersenne-Lucas ve Catalan dizilerinin üreteç fonksiyonu sırasıyla,
  ve   
şeklindedir.
Buradan -Mersenne-Lucas dizisinin Catalan dönüşümünün üreteç fonksiyonu için aşağıdaki eşitlikler elde edilir.
 
                                                     
                                                     
                                                      .                                                                               
ifadesi elde edilir ve ispat biter.

4.4. -Mersenne ve -Mersenne-Lucas Dizilerinin Catalan Dönüşümlerinin Hankel Dönüşümleri

-Mersenne dizisinin Catalan dönüşümünün terimlerine Hankel dönüşümü sırasıyla aşağıdaki gibi uygulanır (Özkan vd. 2025);
· ,
· 
 		      
     
· .
Şimdi de -Mersenne-Lucas dizisinin Catalan dönüşümünün terimlerine Hankel dönüşümü sırasıyla aşağıdaki gibi uygulanır;
· ,
· 
                          
                           
                           ,
· 
      
       .
Benzer şekilde   değerleri için de hesaplamalar yapılabilir.
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu tezde, -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Halton özdeşliği hesaplanıp -Mersenne ve Fibonacci dizileri arasındaki bağıntı elde edildi. Ek olarak  -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin aralarındaki bağıntılar bulundu. Daha sonra 𝑘-Mersenne ve 𝑘-Mersenne-Lucas dizileri ile bu dizilerin karakteristik denklemlerinin kökleri arasındaki ilişkiler incelenerek aralarındaki bağıntı tespit edildi. Sonrasında -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Catalan dönüşümleri tanımlanarak bu dönüşümlerin özellikleri verildi. İlaveten söz konusu dizilerin Catalan dönüşümlerinin terimleri matrislerle bağdaştırıldı. -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Catalan dönüşümleri farklı  değerlerine bağlı olarak değişen terimlere sahiptir. Tez çalışmamızda da bunlardan bazıları OEIS'teki dizilerle ilişkilendirildi.  Bu dönüşümlerin üreteç fonksiyonları elde edildi. Son olarak -Mersenne ve -Mersenne-Lucas dizilerinin Catalan dönüşümlerine ait terimlere Hankel dönüşümü uygulanarak oluşturulan matrislerin determinantlarını hesaplandı ve tespit edilen sonuçlar dizilerle ilişkilendirildi. 

Bu tez incelenirse başka diziler için de aynı sonuçlar bulunabilir. Örneğin, Perrin ve Padovan dizilerinin Catalan ve Hankel dönüşümleri tanımlanıp özellikleri elde edilebilir. 
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