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OZET

GENELLESTIRiILMIiS METRIK UZAYLARDA DINAMIK PROGRAMLAMA VE
SABIT NOKTA TEOREMLERI

Yaren TANRIVERDI

Yiiksek Lisans Tezi, Erzincan Binali Yildirim Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Nesrin MANAV TATAR
2025, 78 sayfa

Bu calismada, sabit nokta alaninda yapilan calismalarda bazi 6nemli hususlar iizerinde
durulmustur. Doniistimlerin genellestirilmesi ve degistirilmesi, iizerinde c¢alisilan uzaylarin
cesitli genellestirmeleri ve bu uzaylarda degisen sabit nokta teoremleri drneklerle birlikte ele
alinmistir. Mustafa ve Sims (2006) tarafindan tanitilan G-metrik uzaylarda metrik uzaylarin ve
sabit nokta teorisinin pratik uygulamalarini arastirarak, diger genel metrik uzaylarda sabit nokta
teoremlerinin gelisen yapisini vurgulanarak, Lipschitz tipi doniigiimler i¢in sabit nokta
teoremleri tizerine elde edilen ¢esitli sonuglari kapsanmistir. Bu metrik uzaylar tam metrik uzay
oldugunda {iizerine doniisiimler i¢in yeni ortak sabit nokta teoremlerine katkida bulunarak
onceki sonuglarin genislemeleri verilmistir. Sunulan sonuglar uygulamalarla desteklenmistir:
dinamik programlamada bazi fonksiyonel denklem sistemleri i¢in ortak ¢oziimleri, graf teori ve
integral tip biizilmeler. Kisaca, modiiler G-metrik ve modiiler b-metrik uzaylarda sabit nokta

teorisindeki gelismelerin kisa bir analizini sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Biiziilme, cakisma noktasi, dinamik programlama, G- metrik uzaylar, graf

teori, integral tip biiziilme, metrik uzaylar, ortak sabit nokta, sabit nokta



ABSTRACT

DYNAMIC PROGRAMMING AND FIXED POINT THEOREMS IN GENERALIZED
METRIC SPACES

Yaren TANRIVERDI

Master’s Thesis, Erzincan Binali Yildirim University, Institute of Science and
Technology,
Department of Mathematics
Advisor: Dr. Ogr. Uyesi Nesrin MANAV TATAR
2025, 78 pages

In this study, several important aspects of research in the field of fixed point theory are
highlighted. The generalization and modification of mappings, various generalizations of the
underlying spaces, and the corresponding variations of fixed point theorems in these spaces are
discussed with illustrative examples. By investigating the practical applications of metric
spaces and fixed point theory in G-metric spaces introduced by Mustafa and Sims (2006), the
evolving structure of fixed point theorems in other generalized metric spaces is emphasized,
and various results concerning fixed point theorems for Lipschitz-type mappings are included.
When these metric spaces are complete, new common fixed point theorems for certain
mappings are established, providing extensions of previous results. The presented findings are
further supported by applications, including common solutions for some systems of functional
equations in dynamic programming, graph theory, and integral-type contractions. In summary,
a concise analysis of the recent developments in fixed point theory within modular G-metric

and modular b-metric spaces is provided.

Keywords: Coincidence point, Common fixed point, Contraction, Dynamic programming,

Fixed point, G-metric spaces, Graph theory, Integral-type contraction, Metric spaces
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X, d)

WPO
WPJO
QPJO
QWPJO

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Metrik fonksiyonu gosterimi
Metrik Uzay
Vn € N igin verilen dizi gosterimi
Dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi
A ve S’nin ¢akisma noktalar kiimesi
Kismi siralama bagintis1 < ile verilen E kiimesi
X’deki birim donilisiim
C*-cebri degerli metrik uzay1
C*-cebri degerli G-metrik uzay1
C*-cebri degerli G-metrik uzayi(4 © ya gore)
A ¢ ya gore Cauchy dizisi
Modiiler bir G-metrik uzay
Tam modiiler G-metrik uzay
w’-tam C*-cebri degerli modiiler G-metrik
Tam modiiler G-metrik uzay
b-metrik uzay
£, S lizerinde ikili bir islem olmak {izere modiiler uzay
C-smfi fonksiyon
£-Cauchy dizisi
Picard-Jungck operatorii
Picard operatdrii
Zay1f Picard operatorii
Zay1f Picard-Jungck operatorii
Quasi Picard-Jungck operatorii

Yar1 zayif Picard-Jungck operatorii

Mod-b-Met-U  Modiiler b-metrik uzay



1. GIRIS

Son yillarda metrik uzaylarin ve cesitli bilimsel ve miihendislik disiplinlerindeki cesitli
uygulamalarinin giderek artan 6nemi agikca ortaya ¢ikmistir. Bu gelisme, metrik uzaylardaki
sabit nokta teorisinin One ¢ikmasina Ozellikle yol agmustir; bu da esitsizlikler, dinamik
programlama, yaklasim teorisi, optimizasyon teorisi, goriintii restorasyonu ve filtreleme gibi
alanlarda pratik kullanimini gostermektedir. Yapilan calismalar1 daha iyi aktarabilmek
amaciyla, 6n bilgiler kisminda, Sabit Nokta Teorisi ile ilgili bilinmesi gereken temel bazi
tanimlara yer verilmistir. Kavramsal cerceve kisminda, teoride kullanilan bazi doniisiim
cesitleri ve bu doniisiimler yardimiyla bulunan sabit noktalar incelenmistir. Buradaki ¢esitlilik,

teoride biiziilme doniisiimlerinin ne denli farklilasabilecegine 6rnek olmaktadir.

Mustafa ve Sims tarafindan 2006 yilinda tanitilan G-metrik uzaylar ve bu uzay ile ilgili
calismalar sabit nokta teorisinde de arastirilmistir (Jiddah vd. (2023)). Jiddah vd.
caligmalarinda, G-metrik uzaylarla ilgili ¢esitli sonuglarin kapsamli bir gdzden gegirmesini
yapilarak, G-metrik uzaylardaki Lipschitz tipi eslemeler igin sabit nokta teoremlerine ve bu
teoremlerin geniglemelerine ve G-metrik uzaylardaki sabit nokta teoremlerinin gelisen yapisina
kisa bir genel bakis sunulmaktadir. Calismalarinin temel amaci, G-metrik uzaylarin sabit nokta
teorisindeki 6nemli gelismeleri glincel bir analizle incelemektir. Tezin yontem boliimiinde,

G-metrik uzaylarin daha genel durumlarindan biri olan modiiler G-metrik uzaylarda sabit nokta

teoremleri ele alinmustir.

C*-cebri degerli modiiler G-metrik uzaylarn yapist kurulurken kullanilan yonteme
odaklanilmistir. Yontem boliimiinde elde edilen bu kavrayis ile bulgular boliimiinde, modiiler
b-metrik yapist modiiler G-metrik yapist yardimiyla kurulmus ve iizerinde nasil doniisiimlerin
kullanilabilecegi ve sabit nokta teoremlerinin yapist incelenmistir. Graf teorisine kisa bir
uygulamasi 6rnek amaciyla verilmistir. Tartigma ve sonug boliimiinde ise, diger metrik uzaylara

bu yapilarin nasil genellestirilebilecegi integral tip biiziilme lizerinden irdelenmistir.

Ozetle, bu calismada, genellestirilmis metrik uzaylardaki sabit nokta teorisinin gdzden
gecirilmesinden elde edilen sonuglar ile yeni sabit nokta teoremlerini kurarak metrik uzay
teorisi ve ¢esitli uygulamalarina iligkin devam eden tartismalara katkida bulunulmasi

amaclanmastir.



1.1. On Bilgiler

Bu boliimde, sabit nokta hakkinda gerekli bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

1.1.1. Metrik uzay

Tanmm 1. X bostan farkli bir kiime olsun. O zaman:

d: X x X - Rt
(x,y) » d(x,y)

d fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyorsa, X iizerinde bir metrik olarak kabul edilir:
Ddx,y)=0ox=y

ivx,y €X =d(x,y) =d(y,x)

i) Vvx,y,z €X =2d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

Oyleyse, (X, d) ikilisine de metrik uzay denir (Acar, 2016).

1.1.2. Cauchy dizisi

Tamm 2. (X, d) metrik uzaydaki bir dizi {x,,} verilsin ve bu dizi eger agsagidaki kosul sagliyorsa
bir Cauchy dizisi olarak adlandirilir (Acar, 2016).

Ve > 0igin Vn,m > Ne vardir ki d(x,, X,,,) < € olacak sekilde bir INe > 0 dogal sayis1 var.

(Ayrica; Yn,m — oo i¢in d(x,, x,,) — 0 seklinde de gosterilebilir.)

Tanmm 3. (X, d) metrik uzayda T: X — X fonksiyonu T(x) = x kosulunu her x € X noktasina

verilen fonksiyonun sabit noktas1 denir.

d(Tx,Ty) < pd(x,y)



(X,d) metrik uzay ve T:X — X fonksiyonu verilsin. Her x,y € X igin yukarida verilen
esitsizligi saglayacak sekilde bir pe(0,1) sabiti varsa T fonksiyonuna biiziilme fonksiyonu denir
(Tas, 2017).

Tamm 4. d(Tx,Ty) < p max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)}

(X, d) metrik uzayda T: X — X fonksiyonu verilsin. Fonksiyonunun bir biiziilme olmasi i¢in
gerekli ve yeterli sart yukarida verilen esitsizligi p ve her x,y € X i¢in saglamasidir (Tas,
2017).

Teorem 1. (X, d) metrik uzayda T: X — X fonksiyonu verilsin. Asagida verilen esitsizligi her
x € X igin
d(Tx,Ty) < 6(x) — 6(Tx)

saglanacak bi¢imde alttan yar1 siirekli bir 6: X — [0, ) fonksiyonu varsa T’ nin bir sabit
noktasi vardir (Tas, 2017).



2. KAVRAMSAL CERCEVE VE ILGILI CALISMALAR

Bu boliimde, metrik uzaylarda bazi1 doniisiimler i¢in ortak sabit nokta teoremleri verilmistir.
Son zamanlarda 6n plana ¢ikan uygulama alanlarindan olan dinamik programlama ile ilgili
kullanim1 gosterilmis ve ayrintili Orneklerle verilen teoremler daha kolay anlasilir hale
getirilmistir. Daha erken ¢aligmalarda tek bir doniisiim i¢in yapilan bu uygulama bu kisimda iki
doniisiim i¢in yapilarak daha genis bir bakis agis1 ile konunun anlatilmas1 amag¢lanmistir. Bu

nedenle 6ncelikle bazi tanimlar ve hatirlatmalar yapildiktan sonra asil teoremlere gecilmistir.

2.1. Baz1 Doniisiimler ve Sabit Noktalar

Suzuki (2009), bir T déniisiimiiniin sabit bir noktasinin varhigini saglayan teoremleri asagidaki

gibi dort tlire ayirmistir.

2.1.1. Leader tipi

Leader 1983 yilinda, T nin tek bir sabit noktas1 vardir ve {T"x} tim x € X i¢in sabit noktaya

yakinsar. Boyle bir doniisiime picard operatorii PO denir, tanimini vermistir.

2.1.2. Adsiz tiir

T’nin tek bir sabit noktas1 vardir ve {T"x} ‘in mutlaka sabit noktaya yakinsamasi gerekmez.
2.1.3. Subrahmanyam tipi

Subrahmanyam 1974 yilinda, T birden fazla sabit noktaya sahip olabilir ve {T"x} tim x € X
icin sabit bir noktaya yakinsar, kosulunu gostermistir. Boyle bir doniisiim zayif Picard
operatdri WPO olarak adlandirilir (Rus, 2003). Herhangi bir PO’nun bir WPO oldugu agiktir
ancak bunun tersi genel olarak dogru degildir (Berinde, 2010).

2.1.4. Caristi tipi

Caristi ve Kirk 1975 yilinda, T’nin birden fazla sabit noktas1 olabilir ve {T"x}’in mutlaka sabit

bir noktaya yakinsamasi gerekmez, durumunu agiklamistir.



Tamm 5. (E', <) kismi sirali bir kiime ve F, E’nin bir alt kiimesi olsun. Eger F’nin her iki

elemani karsilastirilabilirse, F’nin iyi siralidir (Chandok ve Karapinar, 2013.)

Tanmm 6. A, S: X — X iki doniisiim olsun. Bir u € X noktasina

i) Au = u ise A’nin sabit bir noktas1 vardir.

i) Au = Su ise A ve S’nin ¢akisma noktas1 denir.

iii) Au = Su = u ise A ve S’nin ortak sabit noktas1 denir.

iv) A ve S$’nin ¢akigsma noktalar1 takas edilebiliyorsa zayif uyumlulardir. A ve S’nin ¢akisma

noktalar1 kiimesini C (4, S) ile gosterilir (Aouine ve Aliouche, 2020).

Onerme 1. A, S: X — X iki doniisim olsun. A ve S’nin tekil bir ¢akisma noktasi varsa
z = Au = Su ve A ile S zayif uyumluysa z, A ve S’nin tek ortak sabit noktasidir (Aouine ve
Aliouche, 2020).

Tanmm 7. X bir Banach uzay1 olsun. Y , X ve A’nin bir alt kiimesi olsun. S: Y = Y 0oyle ki
A(Y) < S(Y) olsun. x, €Y i¢in asagidaki yinelemeli semayr géz oniinde bulundurulursa

Sx,4+1 = Ax, ,n € N olur (Aouine ve Aliouche, 2020).
Y =X i¢in bu semaya Jungck yinelemeli semasi denir. Jungck tarafindan 1976 yilinda
tanitilmistir ve S = Iy oldugunda Picard yinelemeli semasina indirgenir; burada Iy, X teki birim

doniigiimdiir.

(X, d) bir metrik uzay olsun ve 4, S: X - X, A(X) < S(X) olacak seklinde iki doniisiim olsun.
Rus (2003), Rus (2006) ve Chandok vd. (2019) asagidaki tanimlar1 vermistir.

Tamim 8. Asagidaki durumlarda A ve S’ye Picard-Jungck operatorleri (kisaca PJO) denir;

1) A ve S’nin tekil bir ortak sabit noktas1 z varsa

i) { Sx,, } dizisi her x € X igin z’ye yakinsar.

Eger S = Iy ise, burada Iy , X teki birim doniisiimdiir. PO tanimi elde edilir.



Tamm 9. Asagidaki durumlarda A ve S’nin zayif Picard-Jungck operatdrleri (kisaca WPJO )

olur:

i) A ve S’nin en az bir ortak sabit noktas1 vardir.

i) {Sx,,} dizisi herhangi bir x € X i¢in ortak bir sabit noktaya yakinsar.

Eger S = Iy ise (burada Iy, X teki birim doniisiimdiir.) WPO tanim1 elde edilir. Ek olarak,
Chandok ve Karapimar’in (2013) ¢alismasinda verilen Teorem 2.1°deki T ve f operatorleri

zaylf uyumluysa T ve f, WPJO’dur.

Tanim 10. Asagidaki durumlarda A ve S’ye Quasi Picard-Jungck operatdrleri (kisaca QPJO)

denir:

i) A ve S’nin tekil bir z ¢akisma noktasi veya bir ¢akisma noktasi vardir.

i) {Sx,,} dizisi her x € X i¢in z’ye yakinsar.

Eger S = Iy ise, burada Iy, X teki birim doniisiimdiir, PO tanimi elde edilir (Aouine ve
Aliouche, 2020).

Aciklama 1.

i) Eger A ve S, z’de degisiyorsa, Onerme 2.1’e gore, A ve S’nin tekil bir ortak sabit noktasi z
vardir ve dolayisiyla A ve S doniistimleri PJO olur.

i) Abbas ve Khan 2009 yilinda, Berinde (2010), Jungck 1976 yilinda ve Sessa’nin (1982)
verdigi teoremlerinde A ve S’nin zayif uyumlulugu kosulu kaldirilirsa, 0 zaman A ve S, QPJO

olur.

Tamm 11. Asagidaki durumlarda A ve S’nin yar1 zayif Picard-Jungck operatorleri (kisaca
QWPJO) olur.

1) A ve S en az bir gakisma noktasina sahiptir.

i) {Sx,} dizisi herhangi bir x € X i¢in bir ¢akisma noktasina yakinsar.



Eger S = Iy ise, burada Iy X’teki birim doniisiimdiir, WPO tanimi elde edilir (Aouine ve
Aliouche, 2020).

Teorem 2. (X, d) tam bir metrik uzay olsun ve T, X’ten kendisine asagidaki kosulu saglayan

bir dontisiim olsun;

d(y, Tx) +d(x, T
A(TxTy) < (y,Tx) +d(x,Ty)
d(x,Tx) +d(y,Ty) +1

d(x,y)

olur. Tiim x,y € X igin, o halde

i) T’nin en az bir z € X sabit noktas: vardir.

i) {T"x}, tiim x € X i¢in sabit bir noktaya yakinsar.

iii) Eger z ve w , T dolayisiyla d(z,w) > % olur (Aouine ve Aliouche, 2020).

Teorem 3. (X, d) tam bir metrik uzay olsun ve tiim x, y € X i¢in
d(Sx,Ty) < N(x,y)m(x,y)
olsun. Buradan

N B max{d(x,y),d(x,Sx) + d(y,Ty),d(x,Ty) + d(y,Sx)}
(6y) = d(x,Sx) +d(y, Ty) +1

ve

d(x,Ty) +d(y, Sx)}

m(x,y) = max {d(x, y),d(x,Sx),d(y, Ty), 5

i¢in asagidaki sonuglar elde edilir (Aouine ve Aliouche, 2020).
O halde

i) S ve T’nin en az bir ortak sabit noktas1 p € X vardur.



i) n ¢ift igin, {ST2x} ve {T(ST)zx} ,her x € X igin ortak bir sabit noktaya yakinsar.

iii) Eger p ve q, S ve T’nin farkli ortak sabit noktalar1 ise d(p, q) = % oldugu elde edilir.

Bir sonraki 6nerme, ana teoremin ispatindan ¢ok 6énemli bir rol oynar.
Onerme 2. (X, d) bir metrik uzay ve {x,} X te dyle bir dizi olsun, her n € N i¢gin
d(Xp, Xn41) < Brd(Xn-1,Xn) (1)

ve buradan,

g = A0, 0) + dCon Xnya)
d(xn—lfxn) + d(xn' xn+1) +1

oldugundan {x,} bir Cauchy dizisidir (Aouine ve Aliouche, 2020).
Teorem4. AveS
AX) =S(X) )

d(Ax,Ay) < N(x,y)M(x,y) ©)

ozelliklerini saglayan tam bir metrik uzayin (X, d) kendi igine iki doniisiimii olsun. Tiim x,y €

X i¢in burada,
__ max{d(Sx,Sy),d(Sx,Ax)+d(Sy,Ay),d(Sx,Ay)+d(Sy,Ax)}
N(x,y) = d(Sx,Ax)+d(Sy,Ay)+1 ' (4)
d(Sx,Ay)+d(Sy,Ax)
M(x,y) = max {d(Sx, Sy),d(Sx, Ax), d(Sy, Ay), . } ©)

icin S(X)’in X in kapal1 bir alt uzay1 olsun. Yani;

i) A ve S’nin en az bir u € X gakisma noktasi vardir ve Jungck dizisi {y,} = {Sx,,} herx € X
i¢cin z = Au’ya yakinsar. Bu durumda A ve S QWPJO’dur.

i) ASu = SAu olacak sekilde u € C(4,S) varsa, z = Au, A ve S’nin bagka bir ¢akigsma
noktasidir. Bu durumda A ve S, QWPJO’ dur.



ii1) Eger v , A ve S’nin ayr bir ¢akisma noktasi ise, dolayisiyla d(Au, Av) > % olur.

iv) Eger bazi u € C(4,S) ve ASu = SAu i¢in Au = A%u ise, 0 zaman A ve S en az bir sabit
noktaya sahiptirler. z = Au ve Jungck dizisi x € X i¢in {y,} = {Sx,} olacak bi¢imde herhangi

bir durum i¢in z’ye yakinsar. Bu durumda A ve S WPJO’ dur.
V) Eger z ve w, A ve S’nin ayri ortak sabit noktalariysa, d(z, w) = % olur (Aouine ve Aliouche,

2020).
Sonug¢ 1. 4, tiim x, y € X i¢in
d(Ax,Ay) < N(x,y)M(x,y)
saglayan tam bir metrik uzayin (X, d) kendi i¢ine doniisiim olsun; burada

N _ max{d(x,y),d(x,Ax) + d(y, Ay) + d(y, Ax)}
() = d(x,Ax) +d(y,Ay) +1

ve

d(x,Ay) + d(y, Ax)}
2

M(x,y) = max {d(x. y),d(x,Ax),d(y, Ay),

olarak verilsin. O halde;

1) A bir WPO’ dur.

ii) Eger z ve w , A’nin farkli sabit noktalariysa, d(z,w) = % olur (Aouine ve Aliouche, 2020).

Yukarida verilen sonucu arastiran bazi rnekler asagida verilmistir (Aouine ve Aliouche, 2020).
Bu orneklerin ardindan verilen sonucun hangi alanlara uygulanabilecegini gosteren dinamik

programlama ile ilgili kisa bir analiz yer almaktadir.

Ornek 1. X ={0,1,2,3} kiimesi bilinen metrikle donatilsm. A4, S:X = X su sekilde

tanimlansin:



A(0) = 1,A(1) = 2,A(2) = 1,A(3) = 2,
S(0) =1,5(1) =3,5(2) =3,5(3) = 2.

AX) = {1,2} = S(X) = {1,2,3}i¢in C(4,S) = {0,3}. A2(0) = 2 # 0, A2(3) = 1 = 3 ve Aiile

S’nin ¢akisma noktalarinda hareket etmedigini gérmek kolaydir.
x =y ve (x,vy) € {(0,2),(0,3),(1,3)} durumlar1 agiktir.

1) (x,y) = (0,1) durumu i¢in su elde edilir:
d(A(0),A(1) = d(1,2) =1

< N(0,1)M(0,1) = 3.
Buradan

wx {d(S(O),S(l)),d(A(O),S(O))+d(A(1),S(1)),}
d(A(0),5(1))+d(s(0),A(1))

N(0,1) = 4(A0),5(0)+d(A(D),S(1)+1
_ max{d(1,3),d(2,3),d(1,3)+d(1,2)
- d(2,3)+1
3
T2
M(0,1) = 2.

2) (x,¥) = (1,2) durumu i¢in su elde edilir:

d(A(1),A(2)) =d(2,1) =1

3
< N(1,2)M(1,2) = >
Buradan

ax{d(s(1),S(2,)),d(A(1),S(1))+d(A(2),S(2)),}
d(A(1)S(2))+d(S(1),A(2))

N(1,2) = a(A(D),s()+d(A@),52))+1
_ max{d(33),d(2,3)+d(1,3),d(2,3)+d(3,1)}
= d(2,3)+d(1,3)+1
_3
T4
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3) (x,y) = (2,3) durumu igin su elde edilir:

d(A(2),A3)) =d(1,2) =1

<NQ23)M(23) =12

3

Buradan

ax{d(s(z),s(3)),d(A(Z),S(Z))+d(A(3),S(3)),}
d(A(2),5(3))+d(5(2),A(3))

N(23) = d(A(2),5(2))+d(A(3),5(3))+1
_ max{d(3,2),d(1,3),d(1,2)+d(3,2)
- d(1,3)+1
2
T3
M(2,3) = 2.

Dolayistyla Sonug 1’in tiim hipotezleri gecerlidir. Buna gore A ve S’nin iki ¢akigma noktasi 0

ve 3'tiir. Ustelik d(4(0), A(3)) = d(1,2) >~ bulunur.

Ornek 2. X = {0,1,2,3} kiimesi bilinen metrikle donatilsmm. A , S:X = X su sekilde

tanimlansin:
A(0)=1,A(1) =2,A(2) =1,A(3) =0,
S5(0)=1,51)=2,5(2)=3,5(3) =0.

AX) ={0,1,2} = S(X) = {0,1,2,3} i¢in C(4,S) = {0,1,2,3}. A2(0) = 2 # 0,

A%(3) =1 # 3 ve A ile S’nin 0 ve 3 ¢cakisma noktalarinda gidip geldikleri aciktir.

x =yve (x,y) € {(0,1),(0,2),(0,3),(1,3)} durumlari agiktir.

1) (x,¥) = (1,2) durumu i¢in su elde edilir:

d(A(1),A(2)) =d(2,1) =1

<N(2)M(12) =%,
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Buradan

ax{d(s(l),s(z)),d(A(l),S(l))+d(A(2),S(2)),}
d(A(1),5(2))+d(s(1),A(2))

N(12) = a(A(D),5(D)+d(AR2),5@)+1
_ max{d(2,3),d(1,3)d(2,3)+d(2,1)}
- a(1,3)+1
_2
T3

2) (x,y) = (2,3) durumu i¢in
d(A(2),A3)) =d(1,0) =1

< N(2,3)M(2,3) = 4.
Burada

x{d(S(2),S(3),d(A(2),S(2))+d(A(3),S(3)),}
N(2,3) = d(A(2),5(3))+d(5(2),A(3))
T d(A(2),5(2))+d(A(3),5(3))+1
max{d(3,0),d(1,3),d(1,0)+d(3,0)}
d(1,3)+1

W wis

M(2,3) =

Dolayisiyla yine tiim kosullart gegerlidir. Sonug olarak A ve S’nin 0,1 ve 3 olmak iizere ii¢

cakisma noktasi vardir. Ustelik

1 1
d(A(0),A(1)) =d(1,2) > L d(A(0),A(3)) = d(1,0) > >

1
d(A(1),A(3)) =d(2,0) > >

olur.

Ornek 3. X = {0,1,2,3} kiimesi bilinen metrikle donatilsin. A, S: X — X su sekilde tanimlansin:

A(0) = 0,4(1) = 1,A(2) = 1,A(3) = 2,
S(0) =0,5(1) = 1,5(2) = 3,5(3) = 2.
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A(X) ={0,1,2} = S(X) = {0,1,2,3} elimizde. C(4,S) = {0,1,3}. 4%2(0) = A(0) = 0, 4%(1) =
A(1) =1, A%(3) = A(2) =1 # 3, oldugu agiktir, A ve S tesadiifen hareket ederler 0 ve 1

noktalar1 ve cakisma noktalar1 3’e gidip gelmiyorlar.
x =yve (x,y) € {(0,1),(0,3),(1,2), (1,3)} durumlar agiktir.

1) (x,y) = (0,2) durumu i¢in su elde edilir:
d(A(0),A(2)) =d(0,1) =1

< N(0,2)M(0,2) = 4.
Burada

. {d(S(O),S(Z)),d(A(O),S(O))+d(A(2),5(2)),}
d(A(0),5(2))+d(s(0),4(2))

N(02) = d(A(0),5(0))+d(A(2).5(2))+
__ max{d(0,3),d(1,3),d(0,3)+d(0,1)}
- d(1,3)+1
2
T3
M(0,2) = 3.

2) (x,y) = (2,3) durumu igin su elde edilir:

d(A(2),A(3)) =d(1,2) =1

< N(2,3)M(2,3) =2

S
Buradan

- {d(S(Z),S(3)),d(A(2),S(2))+d(A(3),S(3)),}
d(A(2),5(3))+d(s(2),A(3))

N(2,3) = d(A(2),5(2))+d(A(3),5(3))+1
_ max{d(3,2),d(1,3),d(1,2)+d(3,2)}
- d(1,3)+1
=2
T3
M(0,1) = 2.

Dolayisiyla tiim varsayimlari gecerlidir. Dolayistyla A ve S’nin iki ortak noktasi 0 ve 1°dir ve

bir cakigma noktasi 3’tiir. Ayrica
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d(A(0),A(1)) = d(0,1) > 5,d(A(0),A(3)) = d(0,2) >,

d(A(1),A(3)) = d(1,2) > ~.

Verilen sonugta S = Iy ise ( burada Iy, X’ te birim doniisiimdiir), asagidaki sonucu elde edilir:
Sonu¢ 2. A, her x,y € X igin

d(Ax,Ay) < N(x,y)M(x,y)
saglayan tam (X, d) metrik uzayinda bir doniisiim olsun.

N _ max{d(x,y),d(x,Ax) + d(y, Ay) + d(y, Ax)}
(xy) = d(x,Ax) +d(y,Ay) + 1

ve

M(x,y) = max {d (x,y),d(x,Ax),d(y, Ay), >

d(x,Ay) + d(y, Ax)}

olarak verilsin. O halde

i) A bir WPO’ dur.

i) Eger z ve w , A’nin farkli sabit noktalariysa, d(z, w) = % olur.

Ornek 4. X = {0,1,2,3} kiimesi bilinen metrikle donatilsin. A, S: X — X su sekilde tanimlansin:
A(0) =0,A1) =1,4(2) =1,A3) =0

x =yve (x,y) € {(0,1),(0,3),(1,2)} durumlar agiktir.

1) (x,y) = (0,2) durumu igin su elde edilir:
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d(A(0),A(2)) =d(0,1) =1

< N(0,2)M(0,2) = 3.
Burada

{d(O,Z),d(O,A(O))+d(2,A(2)),}

N(D.2) = U a(0,4@2)+d(2.A4(0))

0,2) = d(0,4(0))+d(2,4(2))+1

max{d(0,2),d(2,1),d(0,1)+d(2,0)}
d(2,1)+1

N NIw

M(0,2) =

2) (x,y) = (1,3) durumu i¢in

d(A(1),A3)) =d(1,0) =1

< N(1,3)M(1,3) = 2

Burada

ax{d(1,3),d(1,A(1))+d(3,A(3)),}

_ d(1,A(3))+d(3,A(1))
N(1,3) = d(1,4(1))+d(3,A(3))+1
__ max{d(1,3),d(3,0),d(1,0)+d(3,1)}
- d(3,0)+1
=3
T4
M(1,3) = 3.

3) (x,¥) = (2,3) durumu i¢in

d(A(2),A3)) =d(1,0) =1

< N(2,3)M(2,3) =2

2
s
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Burada

ax{d(2,3),d(2,A(2))+d(3,A(3)),}

B d(2,4(3))+d(3,4(2))
N(2,3) = d(2,42))+d(3,4(3))+1
_ max{d(2,3),d(2,1)+d(3,0),d(2,0)+d(3,1)}
= d(2,1)+d(3,0)+1
2
T s
M(2,3) = 3.

Dolayisiyla A, Sonug 2°nin tiim varsayimlarini karsilamaktadir ve A, 0 ve 1 olmak tizere iki

ayr1 sabit noktaya sahiptir. Ayrica d(0,1) =1 > % d(A(Z),A(S)) =1ve

d(2,A4(3))+d(3,A(2)) _ 4
d(2,4(2))+d(3,4(3))+1 d(2,3) = 5'

oldugunda 1 > % elde edilir. Bu nedenle Teorem 2 uygulanamaz.

Aciklama 2. Sonug 1°in, Ornek 3’teki A ve S déniisiimleri i¢in uygulanamayacagindan, ancak
Teorem 4 uygulanabilir ¢linkii (x,y) = (2,3) durumu igin

d(A(2),A3)) =d(1,2) =1

> N(2,3)M(23) ==,

elde edilir. Burada

ax{d(2,3),d(2,A(2))+d(3,A(3)),}

~ d(2,4(3))+d(3,A(2))
N(2,3) = a(2,4(2))+d(3,4(3))+1
_ max{d(2,3),d(2,1)+d(3,2),d(2,2)+d(3,1)}
= d(2,1)+d(3,2)+1
2
T3
M(23) =1.
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d(5(2),5(3))=d(32) =1
2

> N(2,3)M(2,3) = 3

Burada

{d(2,3),d(2,5(2))+d(3,5(3)),}

_ d(2,5(3))+d(3,5(2))
N(23) = d(2,5(2))+d(3,5(3))+1
__ max{d(2,3),d(2,3)+d(3,2),d(2,2)+d(3,3)}
o d(2,3)+d(3,2)+1
—2
T3
M(2,3) = 1.

Yukarida verilen durumlar, Teorem 4’ iin gercek bir genellemesi oldugunu gosterir.
2.2. Dinamik Programlama

X ve Y Banach uzaylari, S © X durum uzayi, D c Y karar uzay1 ve Iy , X iizerindeki birim

doniisiim olsun. B(S), S ve
d(f,9) = i\églf(X) — gl (6)

tizerindeki tiim sinirh ger¢ek degerli degerli fonksiyonlarin kiimesini belirtir. (B(S), d)’in tam

bir metrik uzay oldugu agiktir.

Bellman ve Lee tarafindan 1978 yilinda 6nerildigi gibi, dinamik programlamadaki fonksiyonel

denklemin temel formu

f() = optyep Hx, v, f(T(x, 1)), x €S ()

olur. Burada x ve y sirasiyla durum ve karar vektorlerini belirtir. T siirecin doniistimiint, f (x)

baslangi¢c durumu x olan optimal doniis fonksiyonunu ve opt sup veya inf’yi temsil eder.
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Bu boliimde Teorem 4’1 uygulanarak dinamik programlamada ortaya ¢ikan iki fonksiyonel

denklemin asagidaki sisteminin ortak ¢oziimlerinin varligini tespit edilir.

£ = optyep(uCe,y) + H; (%, (T, ) 1 x €S,1 = 12, (8)
Buradau:S XD - S, T:SXD - SveH;:SXDXR - R,i=1,2olur.
Teorem 5. Asagidaki kosullar1 verilsin:

(c) uveH;,i=1,2ig¢in sinirhdir.
(c2) Tim (x,y) e SXD, g he B(S)veteS

|H: (%, 7, g(®©)) — Hy(x, 3, R(®))| < N(g(6), R())M (g(8), R(D)), 9)

Burada

max 299 = A2ROL 14200 ~ A1 (0] + 14:R() = A1)
[49(8) = Ah(D)1 + 14:h(8) = Arg ()]

N(g(®),h()) = d(4,9,A19) + d(A,h,A;h) + 1

|A29() = A2h ()], |[A29(t) — A1g(®)], |Azh () — A h(D)],

M(g(®),h(t)) = max |A;9(t) — Ath(D)| + |A2h(2) — A1 g(D)]
2
ve
A;gi(x) = optyep {u(x, y) + H; (x, y, g,(T(x, y)))}, xX€S,i=12
olur.

(c3) A1(B(S)) c 42(B(S)).
(c4) Baziu € C(A,, Ay) icin Aju = A%u ve A A,u = A,Au, u € B(S).
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O halde dinamik programlamadaki fonksiyonel denklemi B(S)’de en az bir ortak ¢dziime

sahiptir (Aouine ve Aliouche, (2020)). Ek olarak, eger z ve w fonksiyonel denklemin iki farkli

¢Ozlimii ise bu nedenle d(z,w) > > olur.
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3. YONTEM

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde anlatilan sabit nokta teorisinde doniisiimlerin gesitliligine ek
olarak uzaylarin nasil genellesebilecegi, nasil bir yontem kullanildigi, genellesen bu uzaylarda
doniistimlerin ve sabit noktalarin nasil bulunabilecegi ele alinmistir. Bu amagla G-metrik uzay,
C*-cebri degerli metrik uzay, C*-cebri degerli G-metrik uzay ve C*-cebri degerli modiiler G-

metrik tanimlarina ve bu uzaylarda bazi sabit nokta teoremlerine yer verilmistir.

Tamm 12. X #+ @ ve G: X X X X X - R* agagidaki ozellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.

(G) e=f=g ise G(ef,9)=0

(G,) Her e, feX e+ f igin G(ee f)>0

(G3) Her e, f,geX f+#g icin G(eef)<G(ef,9g)

(Gy) Glef,9) =G(e,9.f) =G(f,e,9) =G(f,g,e) = G(g,e,f) = G(g, f, e)(simetri
ozelligi)

(Gs) Her k,e,f,geX icin G(e f,g) <G(ek,k)+G(k f,g) (dikdortgen esitsizligi)
X tizerinde bir G-metrik ve ¢ift (X, G) G-metrik uzay olarak adlandirilir (Azadifar vd. 2013).

Onerme 3. A bir C*- cebri ve a € A* olsun. Asagidakiler saglanir (Ozer vd., 2019):

1) Tek bir b € A* 5yle ki b% =a
2) A*={a*a| a€ A} x: A— A konjige lineer doniistimiidiir.

3)abeA ve 0<a<biselal <|bll

4) a€Atveall < % ise (1 — a) tersine gevrilebilirdir ve ”ﬁ” <1

Tanmm 13. X #2 d:X X X —» A doniistimii asagidaki kosullar1 saglasin:
1) VabeX iin0<d(a,b)vea=b < d(a,b) =0
2) YVa,b e Xicind(a,b) =d(b,a)

3) Va,b,c € Xigind(a,b) <d(a,c)+d(c,b)

ozelliklerini saglayan d doniisiimiine X iizerinde C*-cebir degerli metrik denir. (X,4,d)

kiimesine C*-cebri degerli metrik uzay: denir (Ozer vd., 2019).
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Tanmm 14. X # @ ve G4: X X X X X = A asagidaki 6zellikleri saglar.

(G1) p=gq =7 lise Gu(p,q,7) =0

(G,)Vp,q € Xigin p = qise 0 < G4(p,p,q)
(G3)Vp,qreXicinp #r ise Gu(p,p,q) < Ga(p,q,7)

(Gy) G4(p,q,7) = G4(p,1,q) = G4(q,p, 7). . . (simetri 6zelligi)
(Gs)V k,p,q, v €Xigin Gu(p,q,7) < Ga(p, k, k) + G4(k,q,7)

Bu 6zellikleri saglayan G, C*-cebri degerli G-metrik (X, A, G,) kiimesine C*-cebri degerli G-
metrik denir (Ozer vd., 2019).

Ornek5. X =Rve G:X XX XX - A% ,Vr,s,t € X ve ] € A birim eleman olmak iizere
G(r,s,t) = |lr —slll+ lls — ¢llT+ ||t — 7|,

G’nin tanimi verilsin. O halde (X, 4, G) C*-cebri degerli G-metrik uzaydir (Ozer vd., 2019).

Tanim 15. (X, A, G) C*-cebri degerli G-metrik uzay ve {a,} dizisi verilsin. V a € X i¢in

a,—~a & InmeN oyle ki G(aapn a,) <e olacak bicimde e >0 vardir.

lim G(a,a,,a,) =0 olmasi icin gerek ve yeter sart lim a,, = a olmasidir (Ozer vd., 2019).
n—-oo n—->oo

Tamim 16. (X, A, G) C*-cebri degerli G-metrik uzay ve {C, } — X verilsin. V€ > 0i¢inn* € N
vardir 6yle ki G(c;, ¢, €n) < € olacak bigimde V [,m,n = n* varsa {C,} dizisine A’ya gore
Cauchy dizisi denir (Ozer vd., 2019).

lim G(c,cp,c,) = 0iken lim ||G(c, Crno cn)” — 0 olmasidir.
L,Lmn—oo ILmn—-oo

Tamim 17. Her dizi A'ya gore yakinsak ise C*-cebri degerli G-metrik uzay tamdir (Ozer vd.,
2019).
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Tamim 18. (X, 4, G) C*-cebri degerli G-metrik uzaydir. V ¢ € X igin asagidakiler denktir (Ozer
vd., 2019):

1) ¢,, Cauchy dizisi c’ye yakinsaktir.
2)n - oo iken ||G(cp,cpocll = 0
3)m - wiken ||G (¢, c,0)|| = 0

4) m,n — oo iken ||G (¢, Cn, )|l = O

Onerme 4. (X,A,G) C*-cebri degerli G-metrik uzaydir. G(x, y, z) ifadesi tiim degerler igin
siireklidir (Ozer vd., 2019).

Teorem 6. (X, A, G) tam bir C*-cebri degerli G-metrik uzay olsun. T: X — X , X {izerinde bir

biiziilme doniisiimii olsun dyle ki

G(Tx,Ty,Tz) < a*G(x,y,z)a

V x,y,z € X i¢in burada a € A ve ||la|| < 1.Yani T biiziilme doniisiimiiniin tek sabit noktasi
vardir (Ozer vd., 2019).

Tanim 19. X bostan farkl bir kiime olmak tizere bir w: (0,0) X X X X — [0,]" a

fonksiyonu verilsin. Eger w, her x, y € X i¢in;
(i) x=y ehert>0i¢inw:(x,y) =0,
(i)  Hert > 0igin w:(x,y) = we(y, x),

(iii)  Hert,s > 0icin ws(x,y) < wi(x, z) + wi(z,y)

Ozelliklerini saglaniyorsa w’ ye X iizerinde bir modiiler metrik (basitce modiiler) denir

(Chistyakov 2006; Chistyakov, 2010).

Tamm 20. X bos olmayan bir kiime olsun ve w®: (0,0) X X X X X X — [0, o] bir doniigiim

olsun:

DVx,y,zEXved >0 x=y=zise w5(x,y,2z)=0
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2Q)Vx,yeXved >0 x # yigin w;‘f(x,x,y) >0

B)Vx,y,zeEXvedl >0 z#yicin wi(xxy)<ws(x,y,2)

(A VA >0icin wi(x,y,2)=wsi(xzy)=ws(y,zx)=. ..(i¢degiskenlerde simetri)
(B5) Vx,y,z,a€ X ve A, u > 0 i¢in w;(fw(x, y,z) < a);(f(x, a,a)+ a)g(a, ¥, z), bu sartlari

sagladiginda fonksiyon X {lizerinde modiiler G-metrik olarak adlandirilir (Okeke vd., 2021).

Onerme 5. (X, w%) herhangi x,y,z,a € X i¢in modiiler bir G-metrik uzay olsun. Bu
durumda asagidakiler gegerlidir (Okeke vd., 2021):

VA >0 ,x=y=zisews(xy2z) =0.
(2) VA1 > 0igin a)ff(x, v,z) < a)g(x, x,y)+ a)g(x, X, Z).
2 2
@)V A > 0icin wf(x,,y) < 205 (x,x,y).
2
4) v A > 0i¢in wf (x,y,2) < 0 (x,a,2) + 0§ (a,y,2).
2 2
(B)V A > 0igin w$ (x,y,2) < g(a)g (x,y,a) + a)g (x,a,2z) + a)g (a,y,2)).
2 2 2

(6) VA >0igin wg(x, v,z) < a)g(x, a,a) + a)g(y, a,a)+ wg(z, aa).
2 4 4

Onerme 6. (X, w%) modiiler bir G-metrik uzay ve {x,},ey € X, bir dizi olsun. O zaman
asagidakiler esdegerdir (Okeke vd., 2021):

(1) {xp}ney dizisi x’e w-yakinsaktir.

(2) Vn € N,n - oo iken w§ (x,, x, x) = 0.

(3)VA >0,vneN,n- oo iken ws (x,, xp,x) = 0.
4VvaA>0,vynnmeN,nm- o iken wg(xm,xn,x) - 0.

Teorem 7. w€, X iizerinde bir modiiler G-metrik uzay, X ¢ bir tam modiiler G-metrik uzay,

Kk:X,6 = R U {oo} alt yari siirekli fonksiyon ve T:X ¢ = X ¢ doniisimil verilsin agagidaki

esitsizlik A > 0 ve Vx € X ¢ icin saglanir (Okeke vd., 2021):

k(Tx) + w§ (x, Tx, Tx) < Kk(x).
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Tanim 21. X bos olmayan bir kiime olsun, Vx,y,z,a € X ve w: (0,00) X X X X X X > A,

bir doniisiim olsun:

DVx,yzEXved >0 x=y=zise wi(x,y,2z)=0

QVx,yeEXved >0 x #yicin ws(x,x,y) >0

B)Vx,y,zeEXvedl >0 z#yicin wi(xxy)<ws(x,y,2)

(A VA >0icin wi(x,y,2)=w$(xzy)=ws(y,zx)=. ..(i¢degiskenlerde simetri)
(5) Vx,y,z,a€ X ve A, u > 0 i¢in w;‘fw(x,y,z) < a);(f(x, a,a)+ a)g(a,y,z), bu sartlar

sagladiginda fonksiyon (X,A4,w%) iizerinde C*-cebri degerli modiiler G-metrik olarak
adlandirtlir (Das vd., 2021).

Teorem 8. (X, A, w%) w®-tam C*-cebri degerli modiiler G-metrik , Va,b € X ,q € A igin

0<l|lqll < 1,E €C, Y €W, ¢ € dtam monoton ve T;, T, doniisiimleri X tizerinde

||wg(T1a, Tlea, le)” < lgln,

V(||w§ (Tra, T, Tya, T1b)|| 14 < E.(lIqlI?||wSy(a, Toa, b)||14),
o(llqlI?||w$,(a, T2a, b)||14),

saglanir. Ty, T, dontisiimleri X {izerinde ortak sabit bir noktaya sahiptir (Das vd., 2021).
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4. BULGULAR

Dogrusal uzaylar iizerine modiiler teoriler, Nakano (1950, 1951) tarafindan iki monografisinde
verilmistir. Bu monografilerde, yar1 diizenli dogrusal uzaylarda (vektor kafesleri) bir spektral
teori gelistirmis ve bu modiiler uzaylarda hareket eden izdiisiimler i¢in integral bir gosterim
olusturmustur. Nakano (1950), disbiikey fonksiyoneller olan gergek dogrusal uzaylar lizerine
bazi modiilerler olusturmustur. Disbiikey olmayan modiilerler ve bunlara karsilik gelen
modiiler dogrusal uzaylar, Musielak ve Orlicz (1983) tarafindan olusturulmustur. Orlicz (1988)
uzaylar1 ve modiiler dogrusal uzaylar, modern dogrusal olmayan fonksiyonel analizde klasik

araglar haline gelmistir.

Chistyakov'un (2010a) dikkat gekici bir ¢aligmasi, metrik uzaylarin modiiler metrik uzaylar
veya zaman parametresi A (diyelim) olan parametreli metrik uzaylar adi verilen bir yoniinii
tanitt1 ve amaci, keyfi bir kiime tlizerinde modiiler kavramini tanimlamak ve modiiler metrik
uzaylar ad1 verilen modiilerler tarafindan {iretilen metrik uzaylar teorisini gelistirmek ve buna
dayanarak, metrik yarigruplarda ve soyut digbiikey konilerde degerlere sahip gercek bir
degiskenin sinirli genellestirilmis degisiminin (¢ok degerli) fonksiyonlarinin yeni metrik

uzaylarini tanimlamakti.

Chistyakov (2010b), bir uygulama olarak, bu modiiler metrik uzaylarda etki eden Lipschitz
stirekli ve bazi diger sliperpozisyon (Nemytskii) operatdr siniflarinin ayrintili bir tanimini
sundu. Chistyakov, modiilerler tarafindan iiretilen metrik uzaylar teorisini gelistirdi ve Nakano
(1950), Musielak ve Orlicz (1983), Musielak tarafindan verilen sonuglart modiiler metrik
uzaylara genisletti. Modiiler uzaylar, integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesgue, Riesz ve Orlicz

uzaylarmin uzantilaridir.

Modiiler metrik uzaylar olarak adlandirilan modiilerler tarafindan iretilen metrik uzaylar
teorisinin gelistirilmesi, Chistyakov'un kendisi de dahil olmak {izere, bu alanda sabit nokta
sonuglarini arastiran birgok arastirmact matematik¢inin ilgisini ¢gekmistir. Chistyakov (2013)
ayrica modiiler uzaylardaki biiziilme doniisiimleri i¢in bazi sabit nokta teoremleri de
olusturmustur. Bu teoremler, metrik mesafelerden ziyade genellestirilmis ortalama hizlarla
ilgilidir ve sabit noktalarin ardigik yaklasimlari, metrik mesafelere kiyasla sabit noktalara daha
zay1f bir sekilde yakinsar. Chistyakov’deki (2013) yakinsama ve modiiler metrik uzaylardaki
diger sabit nokta sonuglart Mutlu vd., (2018) ve Rhoades’te (2003) bulunabilir.
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Uygulanabilirlik gbz 6niine alindiginda, bu sabit nokta sonuglar1 dogrusal olmayan integral
denklemlerin sabit nokta ¢6ziimiinii bulmakta kullanilir (bkz. Rhoades, 2003; Liu vd., 2011,
Okeke & Francis, 2021), Chaipunya vd. (2012) ise modiiler metrik uzaylardaki kismi
diferansiyel denklemlere uygulama ile ilgilenir. Ilgilenen okuyucular, modiiler fonksiyon
uzaylarinda daha ileri ¢alismalar i¢in belirtilen referanslara ve igerisinde yer alan referanslara
bakabilirler (Okeke & Francis, 2018; Okeke & Francis, 2021; Okeke & Francis, 2019; Okeke
& Francis, 2020a; Okeke & Francis, 2020b).

Azadifar vd. (2013), modiiler G-metrik uzay kavramini ortaya koydu ve modiiler G-metrik
uzaylar lizerinde tanimlanan biiziilme eslemelerinin bazi sabit nokta teoremlerini elde etti. Bu
makaledeki amacimiz, Mutlu vd. (2018), sabit nokta teoremini modiiler metrik uzaylarin
diizenlenmesinden modiiler G-metrik uzaylara genisletmektir. Sonuglarimiz, literatiirde bilinen
bircok sonucu genisletmekte ve genellestirmektedir. Modiiler metrik uzaylarda benzersiz
olmayan sabit nokta teoremleriyle ilgili sonuglar i¢in okuyucular ayrica Hussain (2019) ve

icindeki referanslara da bakmalidir.

Zhao (2020), tstel ikiligi uyguladi ve Tikhonov ve Banach sabit nokta teoremleri, yinelemeli
fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir sinifinin sézde neredeyse periyodik ¢dziimlerinin

varligini ve benzersizligini incelemek i¢in kullanildi:

x'(6) =Xk Y2 Ca(d) (x[”](t))l + G(t), burada x[™(t) x(t) nin n.nci iterasyonudur.

Son zamanlarda, Combettes ve Glaudin (2021), her yinelemede yalnizca bir operator blogunu
etkinlestirerek, genislemeyen operatorlerden olusan ortak bir sabit noktay:1 yinelemeli olarak
olusturmustur. Ortak sabit noktalar1 paylasmayan operatorleri iceren daha zorlu bilesik sabit
nokta problemleri smifinda, mevcut yontemler her yinelemede tiim operatdrlerin
etkinlestirilmesini gerektirir ve yalmizca operatér bloklarini giincellerken yakinsamay1
siirdiirme sorunu acgik kalmaktadir. Bu amaca ulasan bir yontem Onermis ve ydntemin
asimptotik davranigini analiz etmislerdir. Yogunlasan diziler teorisiyle bir baglant1 kullanilarak
zayif, giiclii ve dogrusal yakinsama sonuglari elde edilmistir. Monoton katilimlardan ve tutarsiz
fizibilite problemlerinden, veri biliminde ortaya ¢ikan varyasyonel esitsizliklere ve en aza
indirme problemlerine kadar cesitli dogrusal olmayan ve diizgiin olmayan analiz problemlerine

uygulamalar sunulmustur.
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4.1. Baz1 Tanimlar

Bu kisimda modiiler G-metrik hakkinda daha fazla tanim ve teoreme yer verilerek bu uzayin
farkli bir yone olan genellestirilmis uzayma yani modiile b-metrik uzaylara deginmek icin
gereken ozellikler incelenmis ve basit orneklere yer verilmistir. Modiiler b-metrik uzay
yapisinda degisen oOzellikler ve bunlar yardimiyla elde edilen sabit nokta teoremleri

incelenmistir.

Hatirlatma 1.
(a) (X, w® ) ciftine modiiler G-metrik uzay, kisaca X ¢ modiiler G-metrik uzay da denir. (5)

kosulundan, w¢ konveks ise;

(b) Wiy, (%, ¥,2) < 0% (x,0,0) + 0% (a,y,2),
2+ A+u

(c) Eger x = a, ise (5) kosulu ile w}, ,(a,y,2) < wf (a,y, z) elde edilir ve

(d) durumu ile (5)’e dortgen esitsizligi denir (Okeke vd., 2021).

Tamm 22. (X, w®) modiilar G-metrik uzay. {x,,},ey dizisi X uzaymda x noktasina modiiler
G-yakinsaktir denir. T(a)f) topolojik uzaymnda da x noktasina yakinsak ise, T: X ¢ = X ¢
fonksiyonu x € X ¢ noktasinda modiiler G-siireklidir denir, eger A > 0 i¢in w5 (X, %,x) > 0

ise a)ff(Txn, Tx,Tx) — 0 (Okeke vd., 2021).

Uyan 1. lim o (%, X, x) = 0 oluyorsa {x,},en dizisi n — oo iken x noktasina modiiler G-
n—oco

yakinsaktir. Her € > 0 icin en az bir ny € N vardir yle ki w§ (xp,, X, X) < € durumu her

n,m = ng igin saglanir. Bu durumda {x,, },ey icin x noktasi bir G-limitidir (Okeke vd., 2021).
Tamm 23. (X, w%) modiiler G-metrik uzay verilsin. Eger her € > 0, en az bir n. € N varsa
dyle ki her n, m,1 > n, ve 1 > 0 igin w§ (xp, X, x;) < € saglantyorsa {x, }nen S X6

dizisine modiiler G-Cauchy denir (Algahtani vd., 2018).

Modiiler G-metrik uzay X ¢ ye modiiler G-tam denir, eger her modular G-Cauchy dizis X ¢

modiiler G-yakinsak X ¢ uzayinda bu tanim saglanir.
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Onerme 7. (X,w%) modiiler G-metrik uzay, her x,y,z,a € X i¢in asagidakiler saglanir
(Algahtani vd., 2018):

(1) If w§(x,y,z) =0forall 1 > 0, thenx =y = z.

(2) w5 (x,y,2) < w5 (x,%,y) + w5 (x,x,2) forall 2 > 0.
2 2
(3) w§ (x,y,y) < ng(x, x,y) forall 1 > 0.
2

4) 0§ (x,y,2) < wg(x, a,z)+ a)g(a, y,z) forall A > 0.
2 2

(5) w5 (x,y,2) < §<wg(x, y,a) + wg(x, a,z)+ a)g(a, Y, z)) forall 1 > 0.
2 2 2

(6) a)ff(x,y,z) < a)g(x, a,a)+ wg(y, aa)+ a)g(z, a,a) forall A > 0.
2 4 4

Onerme 8. (X, w%) modiiler G-metrik uzay ve {x,}nen uzayinda bir dizi X . Asagidakiler

denktir:

(1) {xp}ney dizisi wC-yakinsak x,

(2) w§(xp,x) >0 as n - oo, yani {x,}ney dizisi x noktasma modiiler metrik w§(.) ile
yakinsaktir,

(3) w§ (%, Xn, x) = 0 kosulu n — oo iken ve her 1 > 0 igin saglanr,

(4) w$§ (x,,x,x) = 0 kosulun — oo iken ve her 1 > 0 igin saglanr,

(5) W§ (X, X, x) = 0 kosulu n, m — oo iken ve her A > 0 icin saglanir.
Onerme 8’in (3) ve (4) ve Mutlu (2018)’ den asagidakiler saglanir.

w%:(0,00) X X X X x X — [0, 0] doniisiimii modiiler G-metrik uzay, yani X ¢ modiiler

G-metrik uzay, B € X ¢ ve k: B - R* U {oo} fonksiyonu verilsin. k ya B de yarisiirekli denir.

lim w§ (x, x,, x,) = 0= k(x) < liminfk(x,), ya da limw§(x,xx,) =0 = k(x) <

n—oo n—oo n—-oo

liminfx(x,) her A > 0 ve {x,},>1 € B. B kapali ise modiiler G-yakinsak dizinin limiti her
n—>00

zaman B i¢indedir. Ayrica B modiiler G-smirli, eger 6, 6(B) = sup{wf (x,y,y):x,y €
B,V > 0} sonlu ise bu durumdan bahsedilebilir (Okeke vd., 2021).
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4.2. Baz1 Sonuclar
Mutlu vd. (2018) modiiler metrik ve modiiler G- metrik sonuglar1 bu boliimde genisletilecektir.

Teorem 9. w X iizerinde modiilar G-metrik, X ¢ tam modiiler G-metrik uzay,
k: X6 = R* U {oo} bu uzay iizerinde altyarisiirekli fonksiyon ve T: X ¢ = X ¢ lizerine
doniistimi

K(Tx) + 0§ (x, Tx, Tx) < Kk(x) (10)

Yukaridaki sekilde her x € X ¢ ve 2 > 0 i¢in verilsin. O halde T, X ¢ uzaymda bir sabit
noktaya sahiptir (Okeke vd., 2021).

Ispat: Her x € X6 icin F(x) = {y € X c: w§(x,y,v) < k(x) — k(y), VA > 0} ve

n(x) = inf{k(y):y € F(x)} tanimlansin. x € F(x) ise F(x) # @ ve 0 < n(x) < k(x) elde
edilir. x € X ¢ herhangi bir nokta olsun. {x,},>1 dizisini X ¢ uzayinda su sekilde olusturalim:
X = x; ve benzer sekilde devam ederek x4, x5, ..., X, se¢cim yapilirsa x,,,; € F(x) terimi de her

alln e N igin k(xp4q) < nlxy) + zin seklindedir. Boylece {x;},1 dizisi yukaridaki kosullar

saglar.

1
(Ug (xnl xn+11xn+1) S K(xn) - K(xn+1): n(xn) S K(xn+1) S n(xn) + Z_n (11)

esitsizligi her n € N ve 2 > 0 i¢in saglanir. O halde {x(x,)},>; dizisi R de artmayan bir dizi

ve alttan sifir ile sinirhdir. {x(x,,)}ns1 dizisi M > 0 reel sayisina yakinsar. (11) esitsizliginden,

M = lim k(x,) = lim n(x,) (12)
—00 n—->oo

n

saglansin, k € N herhangi bir say1, (11) ve (12) esitsizliklerinde, en az bir N, sayisi vardir dyle

1

Ki her n = N, i¢in x(x,) <M + ¢ saglanr. k(x,) monoton oldugundan, m = n > Ny, igin

M < k(xy) <k(x,) <M+ zih elde edilir. Buradan,

(13)

K(xn) - K(xm) < ﬁ
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oldugu bulunur. Genelligi kaybetmeden m > n ve m,n € N i¢in (11) esitsizliginden,

A
wl(xn'xn+1'xn+1) < k(xn) — K(xp41), for m =2-=>0 (14)

m-—-n

m,n € Nvem > n € N i¢in bulunur. Dértgen esitsizligi defalarca uygulanirsa Tanim 23 kosul

(5)’ten

G G G
w3 (xn' Xm xm) = wL(xn» Xn+1s xn+1) + (‘)L(xrwlr Xn+2, xn+2)

m-n m-n
G G G
+w” 2 (2 Xnaz Xnez) + 072 (nas, Xnpay Xnga) + o+ @72 (o1, Ximy Xm)
m-n m-n m-n
G G G
= wa (xnf Xn+1, xn+1) + wa (xn+1' Xn+2, xn+2) + w3 (xn+2' Xn+3» xn+3)
n n n
G G
twy (Xn43 Xntar Xnga) + o F w2 (Xm-1, Xm> Xm)
n n
< k(xn) = k(1) + K (Xp41) = (X)) + o0+ K1) — K (X0)
= k(xn) — K(Xm) (15)

esitsizligi her m > n > N, ve bazi N), € N i¢in elde edilir. (13) esitsizliginden,

1
wg(xn: xm'xm) < F (16)
her m,l,n > N, ve bazt Ny € N icin elde edilen yukaridaki esitsizlik, Onerme 8’in (2)

kosulundan,

G G
(‘)/'CL; (xn: Xmo xl) = w1 (xnf Xmo xm) + w& (xl' Xmo xm) (17)
2 2

halini alir ve
- G . G - G
lim w3 (g, X, x) < lim w3 (X, X, X))+ lim w3 (X, X, X)
n,m,l—-oo n,m—oo 7 I, m—oo 7

< lim @§ (xp, X, X)) + 1im @8 (2, Xy, Xom)
n,m—oo l,m—oo

1 1
<2_k+2_k (18)
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olur ve buradan, k — oo iken,

lim s (Xp, X, %) =0 (19)
n,m,l-oo
olur. Boylece, {x,},ey modiiler G-Cauchy dizisidir. (X,, w%) tamligi her A > 0 igin

lim w§ (xp, Xm, u) = 0, yani her € > 0 igin en az bir ny € N var dyle ki w§ (%, X, u) < €
n,m—oo

her n,m € N ve n,m > n, i¢in saglanir, buradan n — oo iken lim x,, - u € X ¢ elde edilir.

n—oo
Fakat x:X,c » R*U{o} X ¢ uzayinda altyarsiirekli fonksiyon oldugundan, (15)

esitsizligini kullanirsak,

k(u) < 7111330 inf(k(x,,))
< lim inf(cCen) = 0F (o, X X)) (20)

= K(xn) - w7G\ (xnﬂ u, u)

elde edilir, buradan da  w§ (x,, u,u) < k(x,) — k(w) olur. Her n € N igin u € F(x,) ve
n(x,) < k(u) olur. (12) esitsizliginden, M < k(u) elde edilir. Dahasi, altyar: siireklilikten ve
(12) esitsizliginden, k(u) < lim infk(x,) = M olur. Boylece x(u) = M olur. (10)‘dan,

n—oo

Tu € F(u),veu € F(u).n € N igin,

a);‘f (%, Tu, Tu) < wg (X u,u) + a)g (u,Tu, Tu)
2 2

< wff (xpu,u) + w;(f (u,Tu,Tu) (21)
< k(x,) — k() + k(u) — k(Tu)
= k(x,) — k(Tu).

Elde edilir, Tu € F(x,,) olur ve n(x,) < x(Tw) olur.

M < k(Tuw). (10) esitsizliginden, x(Tu) < k(u) olur. k(u) = M iken, k(u) = M < k(Tu) <
Kk(u) hatta x(Tw) = x(u) bulunur. (10) esitsizliginden, w§ (u, Tu, Tu) < k(w) — k(Tw) =
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k(u) —k(u) = 0. Yani, Tu = u olur ki bu da, T déniisiimii X ¢ uzayinda sabit noktaya
sahiptir demektir (Okeke vd., 2021).

Uyari 2. 0% X uzayinda modiiler G-metrik, X ¢ tam modiiler G-metrik uzay, k: X ¢ » Rt U
{oo} uzayinda X ¢ altyarisiirekli fonksiyon ve T: X ¢ = X ¢ lizerine doniisiim olsun. Mutlu

ve digerlerinin[1] verdigi Teorem 9 yardimiyla (10) esitsizligini elde etmek i¢in modiiler G

metrik tanimi her A > 0, w;(x,y,2) = %ﬂx —y|+ |y — z| + |x — z|} olarak alinirsa;
y = Tx ve z = Tx i¢in (4.1) esitsizligi her x € X, ve A > 0 i¢in,
wy(x,Tx) < k(x) — k(Tx) (22)

olur. O halde T, X, uzayinda bir sabit noktaya sahiptir, yani Mutlu ve digerlerindeki [1] sonug
elde edilir (Okeke vd., 2021).

Teorem 10. w%, X ‘de modiiler G-metrik, X ¢ tam modiiler G-metrik uzay, k: X ¢ - R* U
{oo} X ¢ ‘da altyarsiirekli fonksiyon ve T: X ¢ — X ¢ lizerine doniisiim, baz1 pozitif m > 1,

her x € X ¢ ve 1 > 0 igin,
w§ (x, T™x, T™x) < Kk(x) — k(T™x) (23)
saglanir. O halde T, X ¢ uzayinda bazi m > 1 i¢in sabit noktaya sahiptir (Okeke vd., 2021).

Ispat: Teorem 10°dan, T™ ‘nin baz1 pozitif m > 1 icin sabit noktas1 u € X »6 alindiginda, bazi
pozitif m > 1 i¢in (23) saglanir. Simdi T™(Tu) = T™* u = T(T™u) = Tu, buradan Tu T™
‘nin sabit noktasi olur. Dolayisiyla Tu = u oldugundan u, T ‘nin sabit noktas1 olur. T bazi
pozitif m > 1 i¢in T™ ‘nin sabit noktasidir (Okeke vd., 2021).

Sonrasinda, bu sonuglar1 gésteren bazi 6rnekler verilmistir.

Ornek 6. X ¢ = Rve w%: (0,00) X R X R X R — [0, o] doniisiimii her x,y € Rve 1 > 0igin
w§(x,y,y) = % |x — y| seklinde verilsin. Buradan (R, w®) uzay: tam modiiler G-metrik uzay

veT: (R, w%) = (R, w%) doniisiimii her x € R* \ {0} i¢in Tx = %ve k: (R, w%) - Rt U {00}
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doniistimil k(x) = % |x|, k(x) altyarisiirekli fonksiyonu verilsin. Simdi Teorem 9 i¢in (10)

esitsizligine bakalim;

her x € R* \ {0} ve 2 > 0 igin,

T T (11)
w§ (x, Tx, Tx) = w§ X207

1 1 1 1 1
e R
A X X X X
2 1|

Y

_Zx -1 |(x—1)(x+1)|
)

2(|x—1||x+1|)

A ||
2<|x—1||x+1|)
S_—

A |x + 1|

2 1| <

=Zlx =1 < x|

ve

1
|

S
_ E<|x||x|_ 1>

_ §<<|x| - Dl + 1))

3 3
k() —x(Tx) = S |x| =5

2 | x|
< _<(|x| — 1)l + 1))
-2 [x| + 1
3
=0l - 1)
<21l
= 2 X|.

elde edilir (Okeke vd., 2021).

Uyan 3. Ornek 6°da T “nin sabit noktasinin 1 oldugu barizdir.
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Onerme 9. w%, X ‘de modiiler G-metrik ve X ¢ tam modiiler G-metrik uzay, k: X ¢ — Rt U
{oo} X, ¢ de altyarisiirekli alttan sinirli fonksiyonu verilsin, 0 halde en az bir u € X ¢ noktas:
vardir 8yle ki her z € X ¢,z # u ve her 2 > 0 igin k(u) < k(2) + w§ (u, z, z) bulunur (Okeke
vd., 2021).

Ispat: Teorem 10 ispatindan, {z,},», dizisi n — o iken z, > u € X_¢ olsun. Her u € X ¢
icin F(uw) ={z € X, 610§ W z2) < k() —k(@)VA>0} ve n(u) = inflk(2):z € F(w)}
tanimlansin. Burada z # u i¢in u € F(u) oldugunu gostermek yeterlidir. Bazi v # u i¢in v €
F(u) alimrsa her 2 > 0 igin, 0 < w$ (u, v,v) < k(u) — k(v) olur, buradan k(v) < k(w) = M

elde edilir, n > 1 i¢inher A > 0,v € F(z,) igin,

W% (2, v, V) < wg (z,u,u) + wg (u,v,v)
2 2

< a);‘f (zp, u,u) + w}‘f (u,v,v) (24)
< k(z,) — k() + k() — k()

= k(z,) — k(v).

olur. Boylece her n > 1 i¢in n(z,) < k(v) olur. Dahasi, M = lim n(z,) < k(v) yani; M <
n—->oo

k(v) olur ki buradan k(v) < k(u) = M celiskisi elde edilir. Her z € X ¢,z # u = z & F(u),

yani z #u = w§(w,z2) > k(w) —k(z) olur. Her z€ X,_6,z+u ve her 1>0 igin

k(u) < k(2) + w§ (u, z, z) olur (Okeke vd., 2021).

Onerme 10. w, X’de modiiler G-metrik, X ¢ tam modiiler G-metrik uzay, k: X ¢ -» R* U
{oo} X, de altyanisiirekli alttan siurli fonksiyonu verilsin. Her y € X ¢ ve y > 0 i¢in en az
bir x, € X ¢ vardir dyle ki 1 (x) < k(%) + yw§ (x, %, %) , X ¢ \ {xo} uzayinda ve her 1 > 0

icin k(xo) < K(y) — yws (xo,y,y) saglamir (Okeke vd., 2021).

Ispat: X = {z € X 6:x(2) < k(y) — yw; (z,y,y),VA > 0} tammlansin. O halde X” ; bos
olmayan tam modiiler G-metrik uzay ve k:X,c = R" U {co} altyarisiirekli ve alttan sinirh
fonksiyonu X ¢ itizerinde verilsin. F(x) = {z € XZ)G D k(%) = k(2) +yws (z,x,x), VA > 0}

alinsi. O halde her x € XZ)G icin F(x) # @ ve kapalidir. Ayrica z € F(x) oldugundan
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F(z) € F(x) eldeedilir. x; € X;’G se¢imi k(x;) < o olacak bi¢imde yapilirsa ve xq, X5, ..., Xp,
se¢imleri yapilirsa x,,,; € F(x) elemani her n = 1 i¢in k(x,41) < inf{k(w):u € F(x,)} + Zin

olacak bi¢imde bulunur. Her z € F(x,,,,) € F(x,) ve her 1 > 0 i¢in,

G G G
Yw) (Z' Xn+1) xn+1) < Vw& (Z» Xn, xn) + y(‘)& (xnr Xn+1 xn+1)
2 2

G G
< Va)A (Z: Xn» xn) + )/0)/1 (xnf Xn+1) xn+1)

< k(xn) = k(2) + K(Xn4q) — Kk (xn)

= K(xp41) — K(2) (25)
< inf{k(uw):u € F(x,)} — k(2) + zin (25)
<= (25)

bulunur. Béylece n — oo iken her 1 > 0 igin §,,¢(F (x,,)) — 0 olur. Béylece XZ)G tam modiiler
G-metrik uzay ve N;_; F(x,) = {x,} olur. Kesisim bir tek nokta kiimesi oldugundan, x, €
F(xy,) ise n > 1 i¢in F(xy) € F(x,) olur, buradan F(x,) = {x,}, yani iizerinde XlG \ {x0}
her 1> 0igin K(xy) < Kk(x) +yw§ (x,x,x,) elde edilir. x(xy) < x(x) + yw§ (x, x, x,)
esitsizligi X .6 \ X! ; kiimesinde z ¢ X ; ve her 2 > 0 i¢in, k() — ywj (z,,¥) < k(2) olur,

‘y -
Xo € XwG ise,

k(xg) < k(y) — yof (x0,7,¥)

< k() — ywi (2,y,y) — yo; (xo,2,2) (26)
< k(y) —vwi(z,y,y) — v (x0,2,2) (26)
< Kk(z) — yw$§ (xo, 2, 2) (26)

yani her 1 > 0, k(xy) < k(2z) — yws (xo, 2, z) sonucu elde edilimis olur (Okeke vd., 2021).

Teorem 11. w®, X ‘de modiiler G-metrik ve X ¢, Y ¢ tam modiiler G-metrik uzaylar olsun.
T:X,c = X, c lizerine bir doniisim olarak verilsin. L:X ¢ —» Y ¢ kapali doniisimii ve
K: L(X wc) — R* U {oo} alttan simirh altyarisiirekli fonksiyonu X ¢ tizerinde verilsin, her y >

0 i¢in en az bir x € X ¢ vardir dyle ki her 4 > 0 i¢in,
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w§ (x, Tx, Tx) < k(Lx) — k(LTx), (27)
yw5 (Lx, LTx, LTx) < k(Lx) — k(LTx), (28)

saglanir. O halde, T X ¢ ‘da bir sabit noktaya sahiptir (Okeke vd., 2021).

Ispat: Her x € X, ¢ i¢cin Tx=y ve F(x) ={y € X c:w§(xyy) < Kk(x)—k(Ly)ve
yw§ (Lx, Ly, Ly) < k(Lx) — k(Ly)¥A > 0} ve n(x) = inf{k(Ly):y € F(x)} verilsin. x €
F(x) ise F(x) # ® ve 0 <n(x) <k(Lx) olur. x € X ¢ herhangi bir nokta olmak iizere

{Xn}n=1 dizisi X ¢ uzayinda soyle olusturulsun:

. . 1
X = X1 V& Xq,X3, ..., X, S€¢imi x,,., € F(x) her n € N igin k(Lx,41) < n(x,) + - Olacak

bigimde olsun. Boyle devam edilirse, {x,},>; dizisi

wf (s Xt 1 Xn41) < k() — K(LXp41), (29)
yle (Lxp, Lxpyq, Lxnyy) < k(Lxy) — k(Lxpgq), (30)
ve
1
K(an+1) - 2_" < n(xn) < K(an+1), (31)

Kosullarini her n € N ve 1 > 0 i¢in saglar. (29) ve (30) esitsiziliklerinden, {x(Lx,)},»1 dizisi
R’ de azalmayan ve alttan sifir ile sinirhdir. Boylece {x(Lx,,)},>1 modiiler G-yakinsak ve reel

B = 0 sayisina yakinsaktir. (31) esitsizliginden,
B = lim k(Lx,) = lim n(x,) (32)
n—->oo n—-oo

olur. k € N herhangi bir say1, (29), (30) ve (32) esitsiziliklerinden, en az bir N, sayis1 vardir

Ooyle ki her n>=N, igin K(an)<,8+2ik saglanir. k(Lx,) monoton ise,

m =>n = N, ve buradan 8 < k(Lx,,) < k(Lx,) < B+ zip olur.

1
K(Lx,) — k(Lx,,) < oK forallm >n = Ny, (33)
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elde edilir. Genelligi kaybetmeden, m > n ve m,n € N’dir. (29) ve (30)’dan,

G
w (xn’xn+1»xn+1) < K(an) - K(an+1),
m-n

(34)

m-—-n

A
w3 (Lxp, LXpiq, Lxpiq) < k(Lxy) — k(LXp4q), for p— > 0, (35)

2 2
—_—
ya da — == oluyorsa,

wg(xn; Xn+1) xn+1) < K(an) - K(an+1)' (36)
n

A
wgl; (Lxpn, Lxp 41, Lxpyq) < k(Lxyp) — k(LXnyq), for " > 0.
n

(37)

elde edilir. m,n € N ve m > n € N. Dortgen esitsiziligi tekrar edilirse, yani Tanim 20.’de (5)
kosulu, her m > n > N, ve baz1 N}, € N igin,

G G G
W3 (X Xy Xm) < 0 2 (X, X1, Xnp1) T @0 2 (Kpg1, Xtz Xnt2)
m-n m-n

G
+w A (xn+2:xn+3fxn+3) +w

G G
2 ez Xngar Xnpa) o+ 072 (1, Xy X))
m-n m-n m-n
G G
= w2 (xn' Xn+1, xn+1) + wa (xn+1' Xn+2, xn+2)
n

n

G G G
+w1 (xn+2' Xn+3 xn+3) + wa (xn+3' Xn+4 xn+4) + -t w2 (xm—l' Xm» xm)
n n n

< K(an) - K(an+1) + K(an+1) - K(an+2) + -+
K(Lxm—l) - K(Lxm)

= k(Lx,) — k(Lx,,)

(38)
elde edilir. (33) esitsizliginden, her m,[,n = Ny, ve baz1 N}, € N igin,
G 1
7 () X, Xm) < 7, (39)
elde edilir. Onerme 3 (2) kosulundan,
(‘)/‘(L; (xn: Xm., xl) < wg (xn' Xm., xm) + wg (xl' Xm., xm) (40)
2 2
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buradan,

: G : G : G
lim w7 (O, X, x) < lim Wy (X, X, X)) + lim w3 (X, X, Xp)
n,m,l-co n,m—»oo 5 I, m—oo 5

< lim § (o X X) + 1lim 0§ (g, X, X))
l,m—oo

n,m-oo
1 1
< F + F
2
_ 4 _ 51k
=5k = 21k,
k — oo iken,
nlrlr},rlr_l)oowf(xn, Xy X1) = 0 (41)

olur. {x,},eny modiiler G-Cauchy dizisidir. Benzer sekilde, her m > n > N, ve baz1 N;, € N

i¢in,

Vw/‘cl; (Lxpn, Lxpm, Lxy) < VwG)L (Lxn, Lxny1, LXny1) + )’wGA (Lxn41, LXny2, LXni2)
m-n m-n

G G
+]/(U A (an+2' an+3' an+3) + Yyw , (an+3' an+4-' an+4)
m-n m-n

+ ces + ‘ya)Gl (Lxm_l, Lxm, L.Xm)

m-—-n

G G G
= Vwi (anr an+1: an+1) + Vwi (an+1: an+2' an+2) + Vwi (an+2' an+3' an+3)
n n n

+ng (LxXps3, Lxpyg, Lxpyg) + -+ ng (LxXpm—1, Lxpm, Lxy)
n n

< K(an) - K(an+1) + K(an+1) - K(an+2) +t K(Lxm—l) - K(Lxm)
= k(Lxy) — k(LX) (42)

olur. (32) esitsizliginden her m > n > N,, ve baz1 N;, € N i¢in,

1
Y5 (Lxp, LXp, LX) < % (43)
olur. Onerme 3 (2) kosulundan,
wa (Lxy, Lxpy,, Lx;) < ng (Lxy, Ly, Lxy) + ya)f{ (Lx;, Lxy, Lxy,), (44)
2 2
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yani

lim yw§ (Lxy, Lxym, Lx) < lim yo§ (Lxy, Lxm, Lxy) + lim yw$§ (Lx;, Lxp, Lxy,)
n,m,l-oo n,m—oo 5 l,m—-oo 5

< lim wa(an,Lxm,Lxm)-i-llim Yw§ (Lxy, L, LX)
n,m—co ,M—00

1 1

<x+i (45)
2 -
= =21k (46)
olur. k — oo iken,
mlr%rlll Oowa (Lxp, LXy, LX) = 0 (47)

elde edilir. {Lx,}ney Y6 da modiiler G-Cauchy dizisidir. (X,,, w®) ve (Y, ®®) tamligindan
her 1 > 0 i¢in nlrifiloo“’lc (Xp, X, u) = 0, yani her € > 0 igin en az bir ny € N vardir 6yle ki,
her n,m € N ve n,m = n, igin a),‘f(xn,xm,u) < e olur,budan — o iken Ai_r)gloxn - UuU€X, 6
veheri>0 igin,nlr;llllmwf(an,Lxm,v) = 0, yani her € > 0 igin en az bir ny € N vardir 6yle

Ki, her n,m € N ve n,m = n, igin wf(an, Lx,,,v) < € yani n - o iken, limLx, » v €
n—->00

X ¢ olur. L kapali bir doniisiim oldugundan Lu = v’dir. Fakat k:X ¢ = R* U {oo} X
tizerinde altyarisiirekli, (38) esitsizliginden,
k(v) = k(Lu) < lim inf(K(Lxm))
m-—0co

< liminf (K(an) — w§ (%, xm,xm))
m—oo

= k(Lxy) — @5 (xy, u, u) (48)
her 2 > 0 icin w}§ (x,, u, u) < k(Lx,) — k(Lw) elde edilir. (43) esitsizliginden,

k(v) = k(L) < liminf(x(Lxy,))
m-—oo
< liminf (K(an) — yw§ (Lxp, Lxp, Lxm))
m-—0oo

= k(Lx,) — yw§ (Lx,, u,u) (49)
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her > 0 igin yw§ (Lx,, u,u) < k(Lx,) — k(Lw) bulunur. Her n € N igin u € F(x,) ve

n(x,) < k(Lu) olur. (31) esitsizliginden, § < k(Lu) bulunur. k ‘nin altyarisiirekli olmasindan

ve (31) esitsziliginden, k(v) = k(Lu) < liminfx(x,) = B bulunur. Dolaysiyla k(Lu) = 8
n—>oo

olur. Onerme 9°dan, x # u = x ¢ F(u) ve Onerme 10°dan y & X’ olur. (25), (26)

esitsizliklerinden, LTu € F(u), u € F(u) olur. Her n € N igin,

w;(f (xp, Tu, Tu) < a);Gl (xpu,u) + wg (u, Tu, Tu)

< w§ (xp, u,u) + 0§ (u, Tu, Tw) (50)
< k(Lx,) — k(Lu) + x(Lu) — k(LTu) (50)
= k(Lx,) — k(LTu) (50)

olur. LTu € F(x,), ve n(Lx,) < k(LTw) bulunur. § < k(LTu) sonucuna ulagilir. (28), (29)
esitsizliklerinden, k(LTu) < x(Lu) elde edilir. k(Lu) = Bise, k(Lu) = B < k(LTu) < k(Lw)
bulunur. k(LTu) = k(Lw) elde edilir. (28) ve (29) esitsizliklerinden, w§ (u, Tu, Tu) <
k(Lu) — k(LTu) = k(Lu) — k(Lu) = 0 bulunur. Béylece, Tu = u yani T X ¢ uzayinda bir
sabit noktaya sahiptir (Okeke vd., 2021).

Teorem 12. w®, X de modiler G-metrik, X, ,Y ¢ tam modiiler G-metrik uzaylar olsun.
T:X,c = X,c m = 1 pozitif say1 ile lizerine doniisiim olsun. Her bir m > 1 sayis1 igin kapali
L: X, 6 =Y c doniisiimii ve k: L(X wc) — R* U {oo} alltan siirh altyarisiirekli fonksiyonu ve

her y > 0 igin en az bir x € X ¢ vardir 6yle ki her A > 0 i¢in,

w§ (x, T™x, T™x) < k(L™x) — k(L™T™x), (51)
yw§ (L™x, L™ T™x, L™ T™x) < k(L™x) — k(L™T™x), (52)

saglanir. Oyleyse, T doniisiimii bazi pozitif m > 1 igin X ¢ uzayinda bir sabit noktaya sahiptir
(Okeke vd., 2021).

Ispat: Teorem 11° den, T™ ‘nin sabit noktas1 bazi pozitif m > 1 i¢in u € X 6, baz1 pozitif
m = 1 i¢in (51) ve (52) esitsizliklerinden T™(Tu) = T™1u = T(T™uw) = Tu olur, yani Tu,
T™ nin sabit noktasidir. Boylece Tu = u olur. u T’ nin sabit noktasidir, ¢iinkii baz1 pozitif

m = 1i¢in T ,T™’ nin sabit noktasidir (Okeke vd., 2021).
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Uyan 4. Teorem 12’ nin sonuglar1 agagida genellestirilmistir.
4.3. Bazi Sonuclar

Bu boliimde elde edilen tiim sabit nokta sonuclari, s6z konusu olan doniisiimlerin sabit
noktalarinin tekligini gerektirmez. Bu caligmalarin gelecekteki ¢alisma yonii olarak, burada
elde edilen tek olmayan sabit nokta teoremleri i¢in yeni sabit nokta sonuglar1 ispatlamak ilgi
¢ekici olabilir. Daha kesin olarak, tek olmayan sabit nokta durumunda, modiiler G-metrik
uzayda bir tizerine doniisiim olan T igin, kiimenin geometrik 6zellikleri ile Fix(T) gelecekteki
bir problem olarak arastirilabilir. Ayrica gosterimler farkli bir uzayin varligini vurgulamak i¢in

degistirilmistir.

Tamim 24. S bostan farkli bir kiime ve k > 1,(k € R) verilsin. n: S X S - R* fonksiyonu her

@, &, p € Sigin,
Mm)n(@,§) =0 =4¢,

(m2) n(@,$) = n(¢, @),
(m3) n(@, ) < x[n(@, p) +n(p, )],

kosullarini sagliyorsa n ‘ye S ‘de b-metrik, (S,n) ciftine b-metrik uzay denir (Czerwik, 1993).
Kk = 1 olams1 durmunda, b-metrik yapisi bilinen metrik yapisina denk olur. Ayrica, standard
metriklerin aksine, b-metrik siirekli degildir. Benzer sekilde, siradaki lemma b-metrik uzayda

onemli 6zelliklere vurgu yapar.

Onerme 11. (S,7), k = 1 ile b-metrik uzay, {wq} ve {fq} dizileri sirasiyla @ ve &’ye yakinsak

olsun. O halde,
1 o : 2
Fn(m, &) < ll‘gr_l)wfn(wq,fq) < llrél_)sotlpn(wq,fq) < k“n(w,$)

olur, eger @ = & iselim n(a_)q,fq) = 0 elde edilir. Ayrica, z € S i¢in,
q—)OO
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1
;n(w, z) < lim infn(wq,z) < lim supn(wq,z) < kn(w, z)
q—© g

bulunur (Aghajani, 2014). Chistyakov (2008) modiiler metrik uzay yapisini F-modiiler yapisi
yardimiyla tanimladi. Chistyakov (2010) modiiler metrik tanimini1 herhangi bir kiime tizerinde

verdi.

S bostan farkli bir kiime ve v: (0,0) X S X S = [0, o] doniisiimii verilsin, her A > 0 ve @, § €

S igin:
n(@,$) =v(4@,¢)
seklinde kisaca yazilabilir.

Tamm 25. S bostan farkli bir kiime ve v: (0,00) X S X S = [0, oo] fonksiyonu her @, &, p € S

i¢in:

(v;) Her A > 0ve w, & € Sicin vy (w, &) = 0 ancak ve ancak @ = ¢,
(vy) vy(w, &) = v (&, @) kosulu her A > 0 i¢in saglanir,

(v3) Va4u (@, §) < v3(@, p) + v, (p, §) kosulu her 4, u > 0 igin saglanir,
(vy) ile asagidaki durum degistirilirse,

(v1) Her 2 > 0 igin vy (w, @) = 0,

0 halde v ‘ye pseudomodiiler denir (Chistyakov, 2010).
Ege ve Alaca (2018) modiiler uzay yapisi ile b-metrik uzay yapisini biraraya getirerek yeni

sonuclar elde ettiler.

Tamim 26. S bostan farkli bir kiime ve k¥ = 1,(k € R) verilsin. £:(0,0) XS X S - [0, o]

fonksiyonu her @, &, p € S i¢in:

(%) 3 (@, &) =0forall A > 0ifand only if @ = ¢,
(£,) 4y(@, &) = 4;(&, @) forall A > 0,

(£2) a4 (@, ) < k[€3(w, p) + £, (p, &)] forall 4, u > 0.
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(S, ¢ ) modiiler b-metrik adini alir ve kisaca Mod-b-Met-U ile gosterilir (Ege ve Alaca, 2018).
k = 1 i¢in Mod-b-Met-U modiiler metrik uzaya dontisiir.

Ornek 7. Asagidaki uzay verilsin ve

b={(@) R ) | <wpo<p<i
j=1

her A € (0, ) i¢in ,(@, &) = @ alinsin, o halde,

1
p

m(@,§) = Z @ - &l" | w=wmE=¢ €,
=1

1
k = 27 ile (S, ) uzay1 Mod-b-Met-U olur (Ege ve Alaca, 2018).

Ornek 8. (S,v) modiiler metrik uzay ve p > 1 reel sayisi verilsin. £;(w, &) = (v)(w, §))?

olur. t = 0 i¢in T'(t) = tP konveks ve Jensen esitsizliginden,
(a + B)P < 2P~ 1(aP? + BP)

her a, 8 = 0 igin saglamir. O halde k = 2P~1 ile (S,#) uzay1 Mod-b-Met-U olur (Parvaneh
vd., 2019).

Tamm 27. £ ,S tizerinde modiiler b-metrik ise,
Y
S, ={§ €S: ¢ ~w},
£, S lizerinde ikili bir islem olarak alinirsa,

w~€<=}im{’,1(w,f) =0
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her @, £ € S igin yukaridaki durum elde edilir (Ege ve Alaca, 2018). Ayrica,

S; = S;(wy) = {w € S:31 = A(w) > 006yle ki £, (w, w,) < o} (@, €S)
(@, gevresindeki) modiiler metrik uzay olur.
Mod-b-Met-U uzayin bazi topolojik 6zellikleri asagidaki gibidir.

Tamm 28. (S, £) Mod-b-Met-U ve (w,)__ S’ de bir dizi olsun.

(i) g - o iken her >0 i¢in (@, @) — 0, oluyorsa (wq)qu dizisine @ € S}’ ya

£ —yakinsak denir.

(ii) Egerher 2 > Oigin lim ¢;(w,, @,,) = 0oluorsaS; igindeki (wq)qEN dizisine £-Cauchy
q,m—oo

dizisi denir.

(iii) Eger S; icindeki her £-Cauchy dizisi yine S; igindeki bir noktaya £-yakinsak ise S, ‘ye £-

tam denir (Ege ve Alaca, 2018).

Ansari (2014), C-sinifi fonksiyonlar1 tanittr. Metrik sabit nokta teorisinde bir¢ok biiziilme i¢in

bu kavram ele alinmistir.

Tanmm 29. G:[0,) X [0,0) — R bir fonksiyon, her p,q € [0, ) igin, G siirekli ve ve

asagidaki ozellikleri sagliyorsa G’ ye C-smifi fonksiyon denir:

(G1) G(v,q) < p;
(G,)G(p,q) =piseyap =0yadag = 0olur.

C-smifi fonksiyonlar kisaca C ile gosterilir (Ansari, 2014).

Ornek 9. G; ‘den G5 ‘e verilen 6rnekler igin G € C saglanir (Ansari, 2014).

(i) Her p,q € [0, ) i¢in G, (p,q) = p — q olur,
(if) Her p,q € [0,0) ve 0 < m < 1 i¢in G,(p, q) = mp olur,
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a+a)"

(iii) Her p,q € [0,00) ve r € (0, ) i¢in G3(p, q) = olur,

(iv) Her p,q € [0, ©)ve B: [0, 00) = [0, o) siirekli oldugunda G, (p, q) = pB(p) olur,
(v) Her p, q € [0, ) i¢in Gs(p, q) = /In(1 + p™) olur.

Tammm 30. X:[0,00) = [0,0) fonksiyonlarinin € ailesi verilsin, asagidaki kosullar

saglaniyorsa bu fonksiyonlara degisken uzaklik fonksiyonu denir (Khan vd., 1984):

(Z,) I siirekli ve azalmayan;

(Z,) Z(i) = 0 ancak ve ancak i = 0.

Tammm 31. 9:[0,00) = [0,00) fonksiyonlarmnin ailesi II ile verilsin, asagidaki kosullar

saglantyorsa bu fonksiyonlara ultra degisken uzaklik fonksiyonu denir (Ansari vd. 2014):

(91) 9 stireklidir;
(92) 9(t) > 0 durumu her t > 0 igin saglanir.

Ayrica C-sinif 6rnekleri ve 6zellikleri igin (Ansari vd. 2020; Ansari vd. 2017) kaynaklarina
bakilabilir.

Fulga ve Proca (2017a) yeni bir biiziilme prensibini tanimladi ve tam metrik uzaylarda sabit

nokta teoremini ispatladi: (S, m) tam metrik uzay ve @, ¢ € S olsun, o halde;

E@,$) =m(@,$) + |m(w, T'w) —m(S, )],
E-biiziilmesi su makalelerde de yer almaktadir (Fulga vd. 2017b; Fulga vd. 2018; Algahtani vd.
2018). Proca (2018), =-biiziilmesine "max operator” dedi ve Proca (2019) asagidaki sabit nokta

teoremini ispatladi.

Teorem 13.T: S — S doniisiimii (S, m) tam metrik uzayinda verilsin. Eger her @, £ € S i¢in en

az bir a € [0,1) varsa S’ de I" doniisiimiiniin sabit noktas1 vardir (Proca, 2019) .

m(Iw,I¢) < a(M*(w,$)),
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burada,

( m(@, §) + |m(w, Tw) — m(&,TE)|; \
' m(w, Tw) + |m(@, &) — m(§,TE)| '
{L m(&, 7€) + |m(w, &) — m(&, Tw)|; $

[m(@,T¢) + m(§, Tw) + |m(w, Tw) —m(S, 1ﬂf)I]J

M*(w, §) = max

N| =

olarak alinmistir.

Dahasi Proca (2019) M*(w,§) igin Ornek vermis ve Ciric tip biiziilmenin maksimum

degerinden daha genel oldugunu gostermistir.

Tamim 32. (S, m) metrik uzay ve I', Y: S — S be iki doniistim verilsin. O halde, eger bazi @ € S

icin I'c = Y@ oldugunda I'Y@ = YTI'w oluyorsa I’ ve Y zayif uyumludur denir (Jungck, 1996).

Modiiler metrik yapisi sonlu olmak zorunda degildir, bu yiizden bu uzaylarda ve modiiler b —
metrik uzaylarda sabit noktay1 bulmaya ve tekilligini gostermeye yarayan biiziilme doniistimleri

icin baz1 kurallar olmas1 dogaldir.

(M) Her A > 0 ve @ € S; igin 43 (w, 'w) < oo saglanir.
(M,) Her A > 0 ve @, ¢ € S; igin £, (w, §) < oo saglanur.

Bu kisimda G(Z, 9, £)-biiziilmeler yapis1 C-siifi fonksiyonlar ile £ ve 9, E-genellestirilmis

biiziilmelari ¢er¢evesinde modiiler b-metrik uzay yapisinda elde edilenlere odaklanilacaktir.

Tanim 33. S; lizerinde k¥ > 1 ile £ modiiler b-metrik ve I, Y, J, {: S; — S} doniisiimleri verilsin.
Eger GeEC,X€Q ve J €1l igin asagidaki kosulu saglayan I',Y,J, ve ¢ doniisiimlerine
G(%,9, E)-bliziilme denir:

L (Tw,YE)) < GEE®, §),9E@,$))), (53)
burada her @, & € S; ve 4 > 0 igin;

0w, J) + [4,(w, Tw) — £,(JS, YE)|;
E(a}" f) = max ‘g/'l((w' FZD-) + |'€A((ZD',]§) - fl(]f! Yf)l'gﬂ.(]fl Yf) + |’€A({w:]f) - f/l(cw' FZD')l,

112 YE)+£ T
E[ 22w f)K 22US T@) + |4)((w, Tw) — {)A(If,yfﬂ]

saglanir (Oztiirk, 2022).
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Teorem 14. S; uzay1 k > 1 sabiti ile £ — tam Mod-b-Met-U olsun. Asagidaki kosullar

saglansin:

(i) T[,Y,J, ve (¢ donisimleri TI(Sp) cJ(S;) ve Y(Sp) c(Sp) ile G(Z9,5)-
biiziilme doniisimiidiir,

(i) ['(Sp),J(S7), Y(Sp) ve {(Sy) kiimelerinden biri S;’ nin kapali alt kiimesidir,

(iii) {J, Y} ve {¢, T'} ikilileri zay1f uyumludur.

Eger (M;) kosulu saglanirsa T, Y, ] ve { S; ‘de ortak bir sabit noktaya sahiptir. Eger (M,) kosulu
da saglanirsa T, Y, ] ve C tektir (Oztiirk, 2022).

Ispat: @, € S; herhangi bir nokta verilsin. (i ) durumuna bakilirsa, @; € S, noktasi vardir
oyleki §, = I'm, = Jw, saglanir. Benzer sekilde, @, € S; vardir 6yle ki §; = Yo, = {@, olur

ve Y(S;) € {(S;) saglanir. Benzer sekilde devam edilirse, {fq} dizisi,

qu =Twyq = Jwyge1 Ve €2q+1 = Ywy441 = (Wyg42

seklinde olusturulur ve burada &, # &, 41 oldugu kabul edilsin, ¢linkii eger bazi q, i¢in 5, =

$q,+1 kabul edilirse ispat agiktir. Her 4 > 0 igin i’,l(fzq,fzqﬂ) > 0 saglanir. (1)’ den,

X (K3€A(Fw2q,szq+1)) <G (E (E(wzq, w2q+1)) , 9 (E(wzq,wzq+1))),
elde edilir, burada

E(w2q) W2q+1)

.( 'gl((qu']whHl) + |€A(662q: Fqu) - ’BA(]zD-Zq+11YZD-2q+1)|’€A({ZD-2qr Fqu) \.

| +|1€A(5672q;1572q+1) - 1‘f))t(1572q+1:YZJT72q+1)|{)/1(1132q+1;Yﬁ72q+1) + |
= max{ [€3($@2q, J@2q+1) = €2 (§@aq, Twag)| }

1|4 ,Y + ¢ ,T

Lzli 2/1((67251 w2q+1) - ZA(]'CUZq+1 ZD-ZCI) + |'€A({ZD-2Q’ szq) — fl(]w2q+1,yw2q+1)|]J
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( {)A(SZZq—p EZq) + |€A(€2q—1'€2q) - {)A(EZq’EZqﬂ)l )
fA(EZq—l» EZq) + fA(EZq—l' 'SZq) - f/I(Equ €2q+1)

= max « 23(82q$2q+1) +a(2g-1,€2q) — €a(829-1.E24) | (
1 { f - 'S; + + f E iE
é 2/1( 2q-1,52q 1’3 2/1( 2q zq) + |€/1(52q—1: EZq) —{’A(EZq’fzqﬂ)l J

olarak secilmistir. Simdi, o, = ﬁ(fq_l,fq) oldugu kabul edilsin ve tli¢ggen esitsizligi

kullanilirsa,

€21(62q—1'€2q+1) < K[£)L(€2q—1">;2q) + {)A(fzq,EZqﬂ)]
elde edilir ve buradan,
5(k303041) < G (z (E(@20:@2441)) 9 (z(wzq,w2q+1))) (54)
bulunur, elbette agsagidaki se¢gime uygun olarak:

E(wzq,wzq+1) < max{o,q + |02q - 02q+1|;

1|k(oy, + 0
O2q+1 + |O'2q - O'qu;il ( 24 2q+1) + |0'2q - 0'2q+1|l}.

K
Eger 02441 = 0,4 alinirsa,

Oyq + O + o; -0
— q 2q+1 2q+1 2q| _
E(@2q, Waqe1) < max {0-2q+1' > } = O2q+1

bulunur ki buradan da,

2:(O-2q+1) = 2:(K3O-2q+1) = g (2(02q+1)'19(0-2q+1)) = 2:(0-2q+1)'

elde edilir, yani

g (2(02q+1):19(02q+1)) = Z(O—Zq+1)a
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olur.

(G3)’ den, ya 2(02q+1) =0 yada 19(02q+1) = 0 olur. Tersine bir kabulde iki durum olusur.

Oaqi1 < Oaq i6iN, |02 — Oaq41| = 02q — O2q+1 €lde edilir ve asagidaki esitsizlik bulunur;

- O2q T O2q+1 T 02 — O2g+41
c(wzq,w2q+1) < max {ZO'Zq — O2g+1, 02q+1 > .

[Zcfzq — O2gq41 > O2q > 02q+1] oldugundan,

E(WZq»WZqH) = maX{ZUZq - 0-2q+1'0-2q+1'0-2q} = 202q — O2q+1 (55)

bulunur, benzer adimlar tekrar edilirse 0,4, < 0,4—1 oldugu goriiliir. Buradan o4, < o, olur.
Dolayisiyla {O'q} = {&l(fq_l,fq)} dizisi artmayan ve negatif olmayan sayilardan olusan bir

dizidir. Burada T = 0 vardir dyle ki her A > 0 igin lim o, = 7 elde edilir. Simdi T = 0 oldugu
q—oo

gosterilecektir.

(G1) ve (3) kullanilarak, (2) esitsizliginden,

Z(O-Zq+1) < z:(K302q+1) <g (Z(ZUZq - 02q+1)ﬂ9(202q - 02q+1)) < E(ZO-Zq - 02q+1)
elde edilir, burada esitsizlik i¢in alttan limit alinirsa,
2(1) < GE(1),9(1)) < 2(7)

ve sonug olarak, G(2(7),9(7)) = Z(t) bulunur. (G,)’ den, yaX(t) = 0 yadad(r) = 0 bulunur
ki bu da, T = 0 olmasi yani her 4 > 0 igin,

£3(§4-1,84) = 0,(q > ») (56)

saglanmasi demektir. Burada {Eq} dizisi £-Cauchy dizisidir. {Ezq} dizisinin de bir £-Cauchy

dizisi oldugu gosterilebilir. Tersi kabul edilirse, her € > 0 i¢in {a;} ve {b;} pozitif degerli
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dizileri b; > a; = i kosulunu saglayacak sekilde b; en kiigiik deger olmak iizere segilirse

her A > 0 i¢in

gl(fZaiffzm) =€ Ve {)A(EZai: S;Zbi—z) <§g, (57)
elde edilir. (57)” den,

€< fl(EZai;s;zbi) < Kf&(fzai; Ezbi+1) + Kf&(fzmﬂ;s;zm)
2 2

bulunur. i — oo iken st limite bakilirsa ve (56) kullanilirsa,

lim sup£3(§2q,) 2p,41) = =, her 1> 0 (58)

q—oo
sonucu ( #3 ) i¢in,

&L(EZai—bbei) = K{)&(EZai—p fZai) + Kzf&(EZai:EZbi—z)
2 2

+K3f&(${2bi—2: bei—1) + K3€1(52bi—1: bei)
4 4

esitsizligine doniisiir ve yine i — oo ike limit alinirsa, yine (53) ve (58) yardimui ile yukaridaki

esitsizlik her A > 0 i¢in,

hr}? sup£;(2a,-1, €21;) < K€, (59)
halini alir, burada (1)’ den,
) (K3‘B/1(Fw2air Ywai+1)) < g (Z (E(WZai: wai"'l)) ) U (E(WZai: ZD-Zbl'+1))> (60)

esitsizligi asagidaki se¢ime bagli olarak bulunur:
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E(wmi'wzmﬂ)
(fl((wmi;fwzmﬂ) + |€)L(€w2ai: szai) - f/’l(]wzmﬂ»Ya72bi+1)|iw
{)A((wzw FwZai) + |€A(552ai:]wzm+1) - {Jz(]wzt;iﬂ’ywzzaiﬂ)li
f)t(]ZUZbiH;szbiﬂ) + |€/’1((Wzai;1572bi+1) - f/’l(fwmir FwZai)l

= max 1 ’
1 rzz(foZai»szzaiﬂ) + {)21(]57217#1, FwZai) n ‘
> K
\ |€A(Zw2ai; szai) - fﬂ(]wzmﬂ;ywzbiﬂ)l J

MA(EZai—pEZbi) + |€A(€2ai—1'€2bi) - fA(EZai' 521;i+1)|}w
{)A(EZa,-—LEZbi) + |£A(€2ai—1:€2bi) - {)A(EZai: EZbi+1)|;
f}L(fZaiJEZbiﬂ) + f}L(fZai—LEZbi) - ‘EA(EZai—l' bei) l;
1 rzA(EZai—LEZbiﬂ) + sz(EZbi,fzai)

= max |

v~

+

2

K
L |£l(‘52ai—1: bei) - g/l (fZai' bei-I—l)l J

Ayrica (43) kullanilirsa,

222(E20-1, E2b,+1) < K[€2(E20,-1, E2b;) + €a(E2byr Eamy41) | (61)
32,1(521%: EZai) = K[{)A(EZbi'EZai—l) + €A(€2ai—1' EZai)] (61)

sonucuna ulasilir. (60) ve (61) esitsizliklerinden E(ID'Zai,ID'Zbi+1) < {)/1(52611'—1' EZbi), yani,
2 (1633 (Saap Ea0e1)) < 6 (2 (810 €20)) 9 (€(Eran E0)))  (62)
esitsizligi bulunur. Sirasiyla (6), (7), ve (G;) uygulanir ve (i = o0) iken (10)’ da limit lainirsa,
€
z (K3 E) < G(Z(k2%e),9(k%e)) < E(k2e)

yani

G(2(x2e),9(x2e)) = Z(x%e)
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elde edilir burada, ya (x2€) = 0 yada 9(x?e) = 0 saglanir. k > 1 ve € > 0 icin ¢eliski elde
edilir, {€,,} dizisi bir £-Cauchy dizisidir. Boylece, {¢,} dizisi S; uzayinda £-Cauchy dizisi olur.
Sy ise £-tam bir Mod-b-Met-U olur, en az bir ¢ € S; vardir dyle ki,

limé, =c¢ (4.54)

q—>o

elde edilir. Kabul edelim ki T'c = Yc = Jc = {c = c olsun. Daha o6nce I'c = {c = coldugu
ispatlanmisti ve ¢ burada I' ve ¢ doniisiimleri i¢in ortak bir sabit nokta olur. Bu durumda

asagidakiler agiktir:

lim &;, = lim l'w,,; = lim Jw,4,4 = ¢

lim $5441 = lim Y@y, = lim {wyg,, = ¢
q—)OO q—)OO

q—oo

Hipoteze yeniden bakilirsa, {(S;) kiimesi S;’ nin kapali alt kiimesi idi, 0 halde en az biru € S;
vardir 8yle ki ¢ = ¢u saglanir. ['u = ¢ oldugu iddia edilsin. @ ve ¢ (1)’ de sirasiyla u Ve @41

ile yer degistirsin:

p) (K3£’,«1(Fu, Yw2q+1)) <g (Z (E(H. w2q+1))119 (E(u, w2q+1)))

esitsizligi asagidaki durum igin elde edilir

( f’a(Cu,]quﬂ) + |1€A(€U» I'u) — ‘gl(]w2q+1iyw2q+1)| )
_ £,(u, Tu) + |€A(5u']wzq+1) - ‘gl(]w2q+1iyw2q+1)|
H(u' w2q+1) - max 1?/1(]?32q+1»Y?UZq+1) + |€A(Zu»]wzq+1) —£,(u, Fu)|

1 [fza((u,szq+1)+€za(1w2q+1.Fu)

> + |€,1((u, T'u) — 8,1(]w2q+1,Yw2q+1)|]

K

( fl(ci EZq) + |£A(C' FU) - g/l(qu' €2q+1)| )
{)A(C, Fu) + |€/1(C’ EZq) - gA(EZq'€2q+1)|
= Max « 23(&29- E2q41) + [€a(c, E2q) — £2(c, Tw)| >
1|¢ y6o041) 1 I
él 2/1(C qu 1)K 2/1(5;2q u) + |£/‘1(C' Fu) _ £A(€2q'€2q+1)|L

(11) ve (Gy) kullanilirsa ve ¢ — oo iken limit alinirsa,
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fZl(EZq' Fu) = K[{)/l(fzw EZq+1) + {A(EZq+1' Fu)],
yani E(u, w2q+1) < ¥;(c,T'u) elde edilir. Ayrica,
2(€(Ty, ¢)) < X343 (Tw, ) < G(E((Tw, ), 9(£3(Tu, ¢))) < Z(£;3(Ty, c))

esitsizliginden,

G(Z (T, ©)), 9 (Tw, ©))) = (41 (Tw, ©))

bulunur, (G,)’ den, ya 2(¢;(Tu,c)) =0 ya da I9(£;(T'w,c)) =0 olur ki buradan da
£;(Tu,c) = 0 © I'u = ¢ olur, dahasi 'u = {u = ¢ oldugu elde edilir. I ve { ardoniistimleri
zay1f uyumlu oldugundan I'c = I'{u = {T'u = {c elde edilir. 'c = ¢ oldugu iddia edilsin.

(1)° den,

z (K3£/1(1“c, Yw2q+1)) <g (Z (E(c, wzq+1)),19 (E(c, wzq+1))>,

esitsizligi asagidaki durum i¢in elde edilir:

{)A(CC:]YUZqﬂ) + |€A({C: I'c) - {)A(]?UZqH'YfUZqH)l}
_ £,({c,Tc) + |€A(CC»152q+1) - ‘gl(]w2q+lryw2q+1)|
:'(C' wzqﬂ) - max 1f)/1(11172q+1,szq+1) + |£/1((C,]wzq+1) —£,(c, FC)|

(; [Prleermen taliZend) o g, G, Te) = €(Jag11 Y00l

2 K

( f}L(FC, qu) + |1€/1((C' I'c) — £/1(€2q'€2q+1)| )
f/l(cc' FC) + |1?/1(FC' qu) - f/l(qu' €2q+1)|
- max {)A(qu’quﬂ) + |€A(FC' Sth) —£,({c, FC)l

ll [fza(rclfzqﬂ)‘le(fzqrrc) + |€,1(€C; re) — {)A(qu, €2q+1)|]J

2

K

(11), (G,) yardimu ile,

fza(qu,FC) < K[‘£A(EZq:EZq+1) + {A(Sthﬂ,FC)]
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q — oo iken,

E(c, w2q+1) < ?;(Tc,c)
Ve,
2(£3(Tc,c)) < Z(k324(Tc,c)) < G(E(E(Tc, ), 9(E(Tc, c))) < Z(E(Tc, 0))

elde edilir ki buradan,

G(E(a(Te, e)), 9(a(Tc,¢))) = Z(4a(Tc, )

sonucuna ulasilir. (G,)’ den, ya 2(€;(T'c,c)) = 0 ya da 9(£,('c,c)) = 0 elde edilir. Bu da
['c = ¢ oldugunu gosterir. Simdi ¢ noktasinin Y ve J doniisiimleri i¢in sabit nokta oldugu
gosterilecektir. Cinki I'(Sp) < J(S;) olur ve v S; © de bir eleman olmak tizere I'c = Jv

saglanir. Buradan da, I'c = Jv = {c = c olur. Yv = c oldugu iddia edilsin. (1)’ den

2(k3€,(Tc,Yv)) < GE(E(c,v)),9(E(c,v)))
esitsizligi asagidaki kabul i¢in elde edilir.

(£3(c,Jv) + |€,(c,Tc) — £,(Jv, Yv) )
£,(c,Te) + |€,(¢c, Jv) — €,(Jv, YVv)|;
£,0Jv,Yv) + [£1({c,Jv) — £;(Sc, To)l;
1 £,,(Cc,Yv) + £,,(Jv,Tc) N
= K
2] 1@t - 6uv )l | )

Z(c,v) = max

(fl ((C, C) + |£A(€C, C) - ‘8/1 (C' YU)';\
fl (ZC' C) + |£A(€C, C) - ‘g/l (C, YU)';
fl (C, YU) + |‘€/1 (ZC' C) - g/l ((C' C)l;

= 3
max 1 £5,(c,Yv) + £,,(c,Tc) N

3 K
\ [€2(c,Tc) = £,(c, Yv)| J

Burada #,,(c,Yv) < K[fl(c, Ezq) + fl(fzq,Yv)] oldugundan Z(c,v) < €;(c, Yv) sonucuna

ulagilir. (G4) kullanilirsa,
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2(£(c,Yv)) < E(Kk325(c, Yv)) < G(E(#1(c, Yv)), 9(£a(c, YV)))
< 2(¢,(c, Yv))

oldugundan
G(E(alc, Yv), 9(8a(c, Yv))) = Z(£a(c, Yv))

elde edilir. Benzer sekilde, (G,) kullanilarak, Yv = c elde edilir. Y ve J doniistimlerinin zayif

uyumlu olmasindan Yc¢ = YJv = JJv = Jc bulunur.

Y, = c oldugunu gostermek i¢in siradaki adimlar uygulanirsa, (1)’ den,

2(k32,(Tc, Yc)) < G(E(E(c, ©)),9(E(c, ©)))
esitsizligi agagidaki kabul ile saglanir:

(€2({c,Jc) + [€1(Sc,Te) — €,(Jc, Yol
[42(¢c,Jc) — €1(Jc, Yo)l;
£,Jc,Ye) + [£1(Cc,Je) — €3({c, Te)l; >

1 £,,(lc,Yc) + €,,(Jc, Tc) N
= K

L 2| 1eceTo) - 60070 | )

Z(c,c) = max <

(f;t(c, Yc) + |€,(c,c) — f,l(Yc,Yc)I;\
f}t(fc, C) + |‘€A((C; C) - f/l(C, YC)l; L

= maxi £3(c,Yv) + [£2(Jc, ) — €,(c, o) l;
| ) [ €22(c,Yc)+£,,(Yce,0)
2

\

, +] |
1,(c,c) — &,(Ye, Yol )

Bu durumda

X2

Z(c,c) = max {{)}{(Yc,c)f = 4’,1(Yc,c)

olur ve (G,) kosulundan,
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2(£2(c,Y0)) < 3 (1383 (Yoe) ) < G (2 (€2(Yee)). ({)A(YC,C)» < 3(£(Y,,0))
olur Ki buradan da,

G (3(€a(e,Y),0(£a(c. ¥0))) = 5(£a(e, Y0))

bulunur. (G,)’ den, T'c =Yc = {c =Jc = c elde edilir. T(S;) < J(S;) ve Y(S;) < {(S;)
oldugundan, benzer hesaplamalarla J(S;) (yada I'(S;), Y(S;) ) kapali oldugu sonucuna ulagtlir.

Sonug olarak I', Y, J, ve { doniisiimlerinin sabit noktalarinin varligi ve tekligi i¢in bagka bir sabit
noktanin varligi kabul edilsin, c¢* segilsin, o halde sabit noktanin tanimindan; ¢* = I'c* = Yc¢* =

Jc* = {c* olurve c # ¢*’ dir. (1)’ den,
2(k3,(Tc,Yc)) < G (Z(E(c,c*)),ﬁ(E(c,c*)))

esitsizligi agagidaki se¢im icin elde edilir:

f’BA(CC,]C*) + |'£/1(€C' FC) - 'BAUC*,YC*)I;\
{)A(CC: FC) + I{JA({C,]C*) - 'BAUC*'YC*)I;
'BAUC*, YC*) + I{J}L({CI]C*) - 'B/l({cr FC)I;
1 €,,2({c,Yc*) + 4,,(Jc*, Tc) N
5 K
2] 1aGero - g yed | )

Z(c,c*) = max <

(£a(c, c™) + |[€3(c, c) — £,(c™, )
ta(c,c) + [€a(c, ™) — £2(c7, ¢)l;
2a(c”, c) + |a(c, ™) — £3(c, 0)l;
1 1?2/1(6'6*) + eZ/I(C*' C) +
3 K
L [€2(c,c) = €,(c, el | )

= max A

= ‘g/l(C, C*)

£5,(c,c*
= max {#A(c, c*),%}

(G1)’ den,
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2(2alc, ) <2(k33(c,c)) <G (2(1?,1(0,c*)),ﬁ({’l(c,c*))) < 2(€;(c,c)

oldugundan,

g (Z({’A(c, c*)),ﬁ({’l(c, c*))) = Z({’A(c, c*))

sonucuna ulasilir ki bu da ¢ = ¢* demektir, yani I, Y, J ve { doniisiimlerinin sabit noktasi tektir
(Oztiirk, 2022).

Bu sonu¢ yardimiyla elde dilen diger sonuglar asagida verilmistir:

Sonug 3. S; uzay1 k > 1 sabiti ile £-tam Mod-b-Met-U ve I',Y:S; — S, lizerine doniisiimii

verilsin. Asagidakiler saglanir:

(i) Birg € C,X € Qved € Il vardir dyle ki,

2k (Tw,Y$)) < GEE@, ), I(E@,$)))
sonucu her @, ¢ € S; ve her 1 > 0 igin asagidaki kabul yapildiginda,

(43(@,8) + [ (@, Tw) — £,(&, Y5

(@, Tw) + [£1(@,§) — €,(8,YE);

(6,8 + [ (@, §) — 43(w, To);
1 o2 (@, YE) + £5,(§, Tw) +

2

E(w, é) = max <

K
|43 (w@, Tw) — £,(&, ()| J

~

saglanir.

(if) ( My ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir.

Bu kosullar saglanirsa, ' ve Y S}’ de ortak bir sabit noktaya sahiptir (Oztiirk, 2022).

[' =Y olmasi durumu Sonug 4’de verilmistir.
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Sonu¢ 4. S; uzayr k > 1 ile bir £-tam Mod-b-Met-U ve I':S; — S; doniisimii verilsin.

Asagidakiler saglanir:

(1) G € C,X e Qved € Il vardir dyle ki,
2 (TMw, T)) < GEE@®, ), 9(E@®,$)))

esitsizligi her @, & € Syve her 1 > 0 igin saglanir.

(ii) ( My ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir.

Bu kosullar saglanirsa, T' S}’ de bir sabit noktaya sahiptir (Oztiirk, 2022).

Siradaki sonugta; yukarida verilen sonuca benzer sekilde ancak bu kez her p, g € [0, ) i¢in

G(p,q) = p — q segilerek arastirma yapilmustir.

Sonu¢ 5. S; uzayr k > 1 ile bir £-tam Mod-b-Met-U ve I':S; — S; doniisimii verilsin.

Asagidakiler saglanir:

(1) 2 € Qved €Il vardir dyle ki,

2(14;(Tw, T§)) < Z(E(®, ) — 9(E(@, $))

esitsizligi her @, & € Syve her 1 > 0 igin E(w, &) (12) deki gibi alinirsa saglanir.

(i1) ( My ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir.

Bu kosullar saglanirsa, I' S;” de bir sabit noktaya sahiptir (Oztiirk, 2022).

Eger her p € [0, ) i¢in G(p, q) = kp, k € (0,1) segilirse asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 6. S; uzay1 k > 1 ile bir £-tam Mod-b-Met-U ve TI:S; — S; doniisimii verilsin.

Asagidakiler saglanir:
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()X e Qvek € (0,1) vardr dyle ki,

Z(k* 4, (Tw, I§)) < kE(E(w, §)),

esitsizligi her @, & € S; ve her A > 0 i¢in E(w, &), (12)’ deki gibi alinirsa saglanir.

(if) ( My ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir.

Bu kosullar saglanirsa, I' S;” de bir sabit noktaya sahiptir (Oztiirk, 2022).

4.4. Graf Teori Uygulamasi

S; uzay1 k > 1 ile bir £-tam Mod-b-Met-U ve A = {(w, @): @ € S;} kiimesi S; X S; Kartezyen

carpim kiimesi iizerinde verilsin. Ayrica H yonlii grafi asagidaki gibi verilsin:

e V(H) : S, tizerindeki koseleri,
e B(H) : dongiileri de igeren kenarlar; A € B(H) olsun.

(V(H), B(H)) ikilisi H grafini tanimlar. Siradaki

BH™) ={(@,§) €S; xS; | (§,@) € B(H)}

kiimesi ise H grafinin kenar ve kdselerinin yonlerinin degistirilmesiyle elde edilen H ‘in
doniisiimiinii yani H~! yapisini verir. H yonlendirilmemis graf olursa H ile gosterilir, ki burada

kenarlar bir yone sahip degildir, asagidaki gibi gosterilir:

B(H)=B(H)UB(H™)

K grafinaV(K) € V(H) ve B(K) € B(H) kosullarini sagliyorsa H grafinin alt grafi denir. Eger
w ve & H grafinin koseleri olmak lizere, @ ve ¢ arasindaki mesafenin uzunlugu j € N ile
gosterilirse ( @; ) dizisi, j + 1 kosesinden sonra @ = @, @y, ..., @; Ve her i =1,...,j i¢in

(w;_1,@;) € B(H) elde edilir (Oztiirk, 2022).
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Arica H grafinda herhangi iki kdse baglaniyorsa buna "baglantili graf” denir. Dahas1 H , H ile
baglantili ise "zayif baglantili graf” olur. Graf teori hakkinda daha fazla arastirma yapmak igin
su kaynaklar kullanilabilir: (Aydi vd. 2018; Gopal vd. 2015).

Tanmim 33. ': S = S doniisiimii (S, m) metrik uzayi iizerinde verilsin. Asagidakiler saglanir:

(i) Her @, ¢ € S, igin (w,§¢) € B(H) = (I'w, I'¢) € B(H) olur,
(i) Her (w, &) € B(H) ve u € (0,1) igin m(T'®w,T¢) < um(w, &) olur.

O halde, T dontisiimiine S tizerinde Banach H-biiziilmesi denir.

Sy H grafi ile Mod-b-Met-U ve I': S; — S; verilsin.

S;' ={w €S| (w,Tw) € B(H)}

kiimesi yardimiyla G(Z, 9, E)-graf biiziilmesi tanimlanmistir (Oztiirk, 2022).

Tamm 34. S;, H grafi ile Mod-b-Met-U verilsin. Asagidakiler saglanir:

(i) I' H kenarlarmni korur, yani, her @, £ € S} igin,

(w,§) EB(H) = (IT'w,I'¢) € B(H)

saglanir.

(i) G € C, X € Qve Y € Il vardir dyle ki,

2, (Tw,TE)) < GEE@®, §),IE@®, ) (63)

esitsizligi her w, & € B(H) ve her A > 0 i¢in asagidaki kosulla saglanir:
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( (@, + |43 (w, Tw) — £,(5,TOI; \
‘B)L('ZD', FZD') + I‘g/l(w' 'S) - ‘g/l(f, Ff)l)

E(w,§) = max (& TE) + [ (@,8) — £)(w, Tw)|;
1r1f T f ,T
E[ (@ f): 22§ ZD)+|{’/1(ZU,FZU)—{’A(E,F§)|

O halde, T déniisiimiine S} iizerinde G(Z, 9, £)-graf biiziilmesi denir (Oztiirk, 2022).

Teorem 15. S; uzay1 ¢-tam H grafi ile Mod-b-Met-U ve I':S; = S; doniisiimii verilsin.

Asagidakiler saglanir:

(i) @y € ST vardir,
(i) T dontisimii G(Z,9, E) — graf biiziilmesidir.

(iii) Eger {@wy} dizisi S; uzayinda ]lim (@, @) =0 ve (@, Wyy1) € B(H) kosullarini

saglayan bir dizi ise {wks} alt dizisi {w } i¢in vardir dyle ki; (wks, @*) € B(H) olur,

(iv) H zayif baglantili graftir.

O halde (M,) ve (M) kosuller1 saglanir, yani I' S} uzayinda bir sabit noktaya sahiptir (Oztiirk,
2022).

{’A(Fw,Yf)
) <K3JO ¢ M(P)dp> SGCEE®, ) I(E@S))) (64)

Burada her @, & € S}, ¢,l € R*,c > lve her A > 0 igin,

(P uydp + | wlpydp - [ uoydp) W
f:,l((w,rw) Lu(p)dp + |J-0h(€w,1§’) u(p)dp — J-Oi’,m(]é’,YE) ,u(p)dp|;
5w, ) = max. L2 woddp + | [ uoddp — [, u(pydp; '
e,%uavf) £,,0ET®) £208Y8)
% I, u(p)dp+Kf0 M(P)dﬂ N f:a((w»l"w) H(P)dp_foT u(p)dp
\ J

ispat: {w,} S} uzaymnda k € N i¢in @, = ['w, ile verilen bir dizi olsun. (i)’den, @, € S;"

olur; buradan (w,, I'w,) € B(H) bulunur. Eger @&, = ', alinirsa,
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(@, ['my) = (@, @) € B(G)
', H’nin kenarlarimi korudugu i¢in asagidaki ifade saglanir:
(@wy, @) € B(H) = (I'wy,'w,) € B(H).
Bu sekilde devam edilirse,
(@, Wi+1) € B(H)
Sonug 6 , {@w, } S; uzayinda ¢-Cauchy dizisidir. S; uzay1 -ta uzay, en az bir @* € S; i¢in

llim (@, @) =0 (65)

saglanir. @™ noktasinin I igin sabit nokta oldugu gosterilecektir. (iii)’ den, (mks, w*) € B(H)

elde edilir. (10) “dan,

2 (k2 (T, Tw*)) < 6 (): (B(@e,@7)).0 (B(zzrks,zzr*))) (66)

burada

fl(wks,w*) + |{’,1(wks, kas) — (@, Tw™)
~ ) i’,l(wks, kas) + |{’,1(wks,w*) — 4 (w*, Tw™)
:'(wks’w ) = max {’l(w*, FZD'*) + |'€A(wk5,w*) - ‘gl(wks, kas)l |
|

5 [[M(wks,m*)Z{)M(w*’rwkS) + |[eA(@, Twk,) — £2(@”, Tw”)

)

N

fl(wks,w*) + |€,1(wks,wks_1) — 4 (w*, Tw™)

fl(zﬁks,wks_l) + |€,1(zﬁks,w*) — 4 (w*, Tw™)|;

= max ‘EA(ZD'*,FZD'*) + |£l(zf7k5:ZD-*) _ eﬂ(mks’wks_l)l; | 1(67)
)

)

kl [{’zl(wks,l"w*)+#21(w*,wk5_1)
2

+ |{’,1(wks,wks_1) — (@™, Tw™)

K

(65) ve (66) denklemlerinde s — oo iken limit alinirsa (64) ve (G;) denklemlerini kullanilarak,

su sonuca varilir:
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(@ Two")) < (k¥ (@' Tw™)) <G (E({’A(w*,f‘w*)),ﬁ({’l(w*, Fw*)))

<2(4y(@", Tw"))

ve sonug olarak, sonraki terim bulunur:
g (Z({’A(w*, Fw*)),ﬁ({’l(w*, Fw*))) = Z({’A(w*, Fw*)).

G ozelligi kullanilarak, @* =T'w* oldugundan @™, I' doniislimiin sabit noktasidir.
Simdi @ * I'’lin sabit noktas1 oldugu gosterilecektir. w, I'’niin baska bir sabit noktasi olsun, yani,
w =Tw, en az bir r € S, vardir 6yle ki (@”,r) € B(H) ve (r,w) € B(H) saglanir. (iv)

ozelliginden, (@™, w) € B(H) bulunur.

(64)’ ten,
5(k36,(Tw", Tw)) < G (E(E(w*,w)),ﬁ(E(w*,w))) (68)

olur. Burada

L@, w) + € (@, Tw™) — £,(w,Tw);
(@, Ta") + [£h (@, w) — &1 (w, Tw)|£3(w, Tw) +
&(@”,w) = max [2(@*, w) — £,(@", Tw")|; (69)

G [le(w*'rw)j“(w'm*) + |43 (@, Tw*) — £;(w, FW)|])

olarak alinmistir.

(66) ve (67) ile birlikte G, %, 9 fonksiyonlarinin 6zellikleri de kullanilarak, @™ = w sonucu elde

edelir, yani @*, I’nin tek sabit noktasidir (Oztiirk, 2022).

63



5. TARTISMA VE SONUC
5.1. Integral Tip Biiziilmelerde Uygulamasi

Bu boliim, ana sonugtaki 6zel ifadelerin uygulanmasiyla elde edilebilen, integral tipli biiziilme

ve bazi sonuglari da igeren ortak sabit nokta teoreminden olusmaktadir.

Tamm 35. O:= {u: R - R* | u Lebesgue integrallenebilir doniisiim smifi asagidaki

Ozellikleri saglar:

(uq) u negatif olmayan toplanabilir fonksiyon;

(uy) Her € > 0 i¢in

f u(p)dp >0
0

Asagida, Branciari (2002) integral tipte bir biiziilme kosullar ile ilgili sabit nokta teoremini

gosterdi.

Teorem 16. ' (S, m) tam metrik uzayda tizerine bir doniisiim olsun ve en az bir k € (0,1) ve

U € BOvew, € Sigin,

m(To,Ir'é) m(w,§)
| ki <k [ u(odp
0 0

saglanir yani, I' doniisiimii ( S, m ) uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir (Branciari, 2002).
Branciari’nin bilinen bazi 6zellikleri ile ilgili ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. Azadifar vd.
(2013), modiiler metrik uzaylarda integral tipinde genel sabit nokta teoremlerinin hangi
ozellikleri saglamasi gerektigini arastirmistir.

Simdi, asagida gosterildigi gibi, integral tip G(Z, 9, £)-biiziilmesi tanimlanarak bu béliimiin ana

sonucunu olusturulacaktir.
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Tanim 36. S, , k > 1 ile Mod-b-Met-U ve I, Y, J, {: S; — S, doniistimleri verilsin. ', Y, ] ve {
dontistimlerine her G € C,X € O,V € Il ve u € O i¢in asagidaki biizilme saglaniyorsa buna
G (2,9, £)-integral tipi biiziilme denir (Oztiirk, 2022):

4,({@,J$)
E(w,§) = max f u(p)dp +
0

£)((w,'o)
j u(p)dp +
0

£,({w,Tw) £208Y8)
f u(p)dp —f M(P)dl)‘;
0

0
A JE) 20EYE)
f u(p)dp — f u(p)dp
0

0

)

£2U£XE) (@ JE) (@ TD)

j u(p)dp + f u(p)dp —f u(p)dp‘;

0 0 0
£ £ (JéTIm)
110 e%((w,yf)ll(P)dP + 0 22w Tw) L2UEXE)
3 ” u(p)dp + J u(p)dp—J ’ u(p)dp‘
0 0

Icin

QAT
z <K3f0 ¢ M(p)dp> < GEE®, ), 9E@,$)))

Teorem 17. S;, k > 1 ile £-tam Mod-b-Met-U olsun. Asagidakiler saglanir:
(i) T,Y,J ve ¢ G(Z, 9, E)-biiziilmeleri I'(S;) < J(S5) ve Y(S}) < ¢(S}) saglar,
(i) T(Sp),J(Sp),Y(Sp) ve {(Sy) kiimeleri Sp nin kapali bir alt kiimesi,

(ii) {J, Y} ve {¢, T} cifti zayif uyumlu,

(M,) ve (M;) kosullari ile, T',Y,J ve { doniigiimleri S; uzayinda ortak tek bir sabit nokta verir
(Oztiirk, 2022).

Ispat: @, € S; herhangi bir nokta ve Teorem 17’ nin ispatindan, {&,} dizisi S; uzayinda

alinirsa;

qu = 'y, =]w-2q+1’€2q+1 =Y@yq41 = (@Wrq42
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< {&(szq,waq.'.l)
3 K'3 J. [
0

Bu durum asagidaki kosulla saglanir:

'
)dp + fo 2 (]w-2q+1' Fqu)

£
l [fo 2 ((WZq;Yw2q+1) u(p
2

Q(za’Zq»FG’Zq) 3(Jwaqe1,Y®2g41)
+ fl #(p)dpf u(p)dp
0 0
#A(Ezq—lrfzq) f&(fzq—l»fzq) f&(fzqrfzq+1)
fl n(p)dp + fl u(p)dp—f’ n(p)dp
0 0 0
‘Ei(fzq—lrfzq) f&(fzq—l:fzq) f&(fzqrfzq+1)
fl u(p)dp + fl u(p)dp—f’ u(p)dp|;
0 0 0

K

u(p)dp> < G (2 (5@ @2411)) 8 (2(@20,@2q41)) )

= max f&(fzq,€2q+1) 1£)&(f'Zq—lré’:Zq) €£(§2q_1'€ZQ)
f ! u(p)dp + j ’ u(p)dp—f ! u(p)dp|;
0 0 0
€22
[ [ (fager E2g41) 22(§2q-1824) 2(§29.52q+1)
o o u(p)dp + f u(p)dp — f u(p)dp
u)dp + f** (§24:624) 0 ° g

£2(8q-1.8q)

Simdi o, = [ ° _ fof’z(fq—l,fq)

u(p)dp ve oq u(p)dp oldugunu c > 1 igin kabul

edilsin ve o3,.1 = 034 Verilsin. Yine benzer sekilde Teorem 17 ispat1 ve (G;) den;

Z(O-;q+1) = 2:(0'2q+1) = z:(’€30'2q+1) =g (Z(U;q+1)ﬂ9(0'§kq+1)) = Z(O-;q+1)'
G nin ozelliklerinden geliski elde ederiz. 0541 < 034 oldugundan da E(wzq, wzq+1) =205, —

054+1 €lde edilir. Ayrica benzer sekilde 03, < 0344 olur ki bu da o4,, < gq ile asagidaki

sonucu elde etmemizi saglar:

£2(8q-1.4q)
oq = JT
0
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negatif olmayan gercek sayilardan olusan artmayan bir dizidir ve bu nedenle asagidaki dizi

£2(8q-1.8q)
{ f l u(p)dp}
0

negatif olmayan bir r sayisina yakinsar. v = 0 oldugu kanitlanir. Ayn1 sonuglarla su sonuca

varilir:

2(02q41) < 2(K302441) <G (Z(Zaz*q — 034+1),9(203, — az*q+1)) < 2(203, — 03441)
Eger limit alinirsa,
I(r) =GE@),9()) < X(r)
ve sonug olarak, G(Z(r),9(r)) = Z(r). (G,) ozelliginden X(r) = 0 ve 9(r) = 0 saglanir.
Burada r = 0, ise, #A(fq_l,fq) saglanir.
J, u(p)dp — 0, iken q > oo. Buradan,
£3(§q-1,84) = 0,(q > )
olur. Bir sonraki adimda, {fq} dizisinin bir #-Cauchy dizisi oldugunu gosterilecektir. {fzq}
dizisinin £-Cauchy dizisi olmas yeterlidir. Eger degilse, dyle bir € > 0 bulunur ki, {a;} ve {b;}
dizilerinin varligt b; > a; = i durumunu saglayan en kii¢iik indeks oldugu pozitif tam

sayilardan olusan b; degerleri i¢in,

Her her A > 0i¢in €2(&24, 62p,) = € ve €a(&2a, E2p,-2) < € elde edilir,
T T

burada & < €4(&24,) €2p,) < £4(€24, E2p,) Ve Teorem 17 ispatina devam edersek,
l c
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f&(fzai'§2bi+1) f/’_l(EZai'fzbﬁl)
z j u(p)dp | <z K3f ‘ u(p)dp
0 0

f’i(SZai—bfzbi)
<gGlz (foT ,li(p)dp) 9 <f0€/1(fzai—1rfzbi) H(P)dp>
<73 (fOfA(EZai—szbi) ,u(p)dp)

Bununla birlikte, yukaridaki esitsizlik bir celiskiye neden olur, yani, {Ezq} ise £-Cauchy
dizisidir. Burada, {¢,} ,S; uzaymnda bir £-Cauchy dizisidir. S; uzay: ¢-tam Mod-b-Metrik

olsun, bu durumda z € S} vardir dyle ki,

limé, =z

gq—0oo

Simdi 'z=Yz =]z ={z =2z oldugu ispatlanacaktir. Aslinda, sadece sunu gostermek
yeterlidir: I'z = {z = z. Ayrica Teorem 17°ye benzer olarak, z noktasinin Y ve J i¢in genel bir
sabit nokta oldugu sonucu ¢ikar. S; uzaymnin kapali bir alt kiimesi {(S;) ise u € S; eleman1

alindiginda z = {u saglanir. T'u = z oldugu iddia edilebilir. (10) dan,

( u, zz72q+1)
(e [ o) (s ) ot

olur, burada
( rfa(z& £2(zT 22(§29.€ A
5 u@)dp + | [ wpydp — ;) w(pydp)
£3(z,T £5(z, £ ,
B0 woydp + (745 wordp = [ 5) u(oya
- _ 22(&29:82q+1) 22(252q)
=u,w = max{ , = Z £,(z,Tw) >
(1:@2q11) T ke +|,T T k() = 1 u(p)dpl;
1[50 ) ypyap | ez a4 |
\ 2 lf:”(ﬁ))dp+f<fzq'ru " fo up)dp fo EquZqHM(p)dp J

olur. Adim adim, Teorem 17 'nin ispatina benzer sekilde elde edilir:
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£ 2 (Tu,z) £ 2 (Tu,z) £ 2
z <j T u(p)dp> <X <f ‘ u(p)dp> <z <K3f ¢ u(Ty, 2)
0 0 0

£,(Twz) £,(Tw,z)
Gl= ( fo u(p)dp>,t9 ( jo u(p)dp>

£2(TM'u,z)
5 ( f u(p)dp>

(G,) ozelliginden T'u = {u = z elde edilir. T’ ve { doniistimleri zayif uyumlu ise, 'z = I'{u =

IA

IA

{Tu = {z oldugu bulunur. Diger adimda, 'z =2z oldugu gosterilebilir. Ustelik ispat
yukaridakine benzerdir. Bu nedenle 'z = {z = z elde edilir. Son olarak, benzersizlik i¢in w'nin
baska bir ortak sabit nokta oldugunu, yani I'w = Yw = Jw = {w dyle ki z # w i¢in bu durum

gegerlidir. (10) dan asagidaki elde edilir:

[&(FZ,YW)
5 (st c M(P)dp> < G(E(E(z,w)),9(E(z,w))),
0

(zw)

ve E(z,w) = f(f’l u(p)dp olur. Buradan,

£ 2 (zw) £ 2 (z,w) £ 2 (z,w)
Z(f T u(p)dp) < E(f ¢ u(p)dp> < z(:@f ¢ M(P)dp>
0 0 0
L2(zw) Lr(zw)
X T dp|,9 1 d
g ( ]O u(p) p) < JO u(p) p)

{’i(z,w)
SEU ! u(p)dp)
0

Dolayisiyla G fonksiyonunun 6zelliklerinden I', Y, J ve ¢ i¢in tek ortak sabit nokta olarak
z = w elde edilir (Oztiirk, 2022).

IA

Bu boliimiin ana sonuglarindan bazi sonuglar ¢ikarilabilir.

Sonug 7. S; uzayi k > 1 ile £-tam bir modiiler b-metrik uzay ve I' ve Y tizerine doniistimleri

S; uzayinda verilsin. Asagidakiler saglanir.
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()G €C,Z eI eIl veu € 0 icin asagidaki kosullar saglanir;

£,TwY¢)
z <K3f0 ¢ #(P)dp> = 6CEEw,$)),IE@®,$)))

olur, burada her A > 0 igin tiim @, ¢ € S;,¢,l € RY, ¢ > Ligin;

) (@.§)
It ulpdp +

Ly (wlw) 226.Y8)

Jy! u(p)dp — J,° #(p)dp‘ ;
(@) (@) 2(EXE)

L wpydp + [ wlpydp = [, u(pydpl;

£2(8,Y8) Ea(@3) o

fo/1 e u(p)dp + |fo/1 >4 u(p)dp — fo/1 o #(p)dpl:
g%(a),ro‘)) R ZIAC3)

Jo u(p)dp — | Hip)ap

E(w, &) = max<

1 Iy @XYE) u(p)dp+ 2 (§T @) N
2 K

(i1) ( My ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir.
['veY déniisiimleri, S} i¢in tek bir sabit noktanm varligin1 kanitlar (Oztiirk, 2022).
Burada I' = Y se¢imi Sonug 7 yapilirsa agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 8. S; uzay1 k > 1 ile £-tam bir modiiler b-metrik uzay ve I': S; — S doniisiimii verilsin.

Bu durumda asagidaki kosullar saglanir:

(1) GeC,Ze QY eIl veu € 0 vardir dyle ki;

f&(l—“w‘,l—‘f)
5 <K3 f : u(p)dp> <6 (2E@ 9).9(:®,9))
0

burada ve her 1 > 0 i¢in tiim @, § € S, ¢,l € R*, ¢ > [ i¢in;
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(2% u(o)dp + |, "™ w(pydp — ;"™ up)dp);)
#%(w,l"w) A(ETE) t’%(w,f)
(@, &) = max{ Jo u(p)dp +|J; u(p)dp — [ u(p)dp‘; L (70)
£26.1$) 0 @,8) (@)
kfo l ulpdp +|f,0 wlpddp— | ° u(p)dp‘ )

elde edilir.
(it) (M, ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir.
Bu durumda, T', S; igin tek bir sabit noktanin varligin1 kamtlar (Oztiirk, 2022).

Bununla beraber, Sonug 7 ele alindiginda her p, g € [0, o) i¢in se¢imi yapilirsa G(p,q) = p —

q oldugundan asagidaki durumlardan bahsedilebilir.

Sonug 9. S; uzay1 k > 1 ile £-tam bir MbMS ve I':S; — S; doniisiimii verilsin. Asagidakiler

saglansin:

(i) 2 € Q,9 €Il ve u € 0 vardir dyle ki,

0 (Tw,TE)
z <K3JO ¢ .U(P)dp> < EE@,$) —I(E@,$)

saglanir, burada =(w, §) (11) kisminda verildigi gibidir ve her 4 > 0 i¢in tim @, § € Sy, ¢, l €

R*,c > 1 olur.
(i) (M, ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir (Oztiirk, 2022).
Bu durumda, I', S; i¢in tek bir sabit noktanin varligini kanitlar.

Eger siradaki yapilar kurulursa her p € [0,) i¢in G(p,q) = kp,k € (0,1) o halde
asagidakilerden bahsedilebilir:
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Sonug 10. S; uzayr k > 1 ile ¢-tam bir MbMS ve I':S; = S, doniigiimii verilsin. Buradan

asagidakilerin saglandig1 goriilebilir:

(i) O zaman bir £ € Q ve u € O vardir 6yle ki

o T@re)
z<x3 f c u(p)dp> < kK3(E(@,6))
0

burada E(w, §) (11) kisminda verildigi gibidir ve her A > 0 i¢in tim @, ¢ € S}, c,l € R™,

c > lolur.

(i) (M, ) ve ( M, ) kosullar1 saglanir (Oztiirk, 2022).

Bu durumda, I', S; i¢in tek bir sabit noktanin varligini kanitlar.

5.2. Diger Metrik Uzaylara Genisletilmesi

Sonug olarak, Fulga ve Proca (2017a; 2017b) ve Proca (2018; 2019) sonuglarini dort esleme
icin C-sinifi fonksiyonlar araciligiyla modiiler b-metrik uzaya genislettik ve sonuglarimizin

grafik yapisi ve integral tipli daralmalara uygulanabilecegini inceledik. Bu arada, sonuglarimiz

su durumda hala gecerlidir:

E@,$) = 0(@,$) + [a(w, Tw) = £3(&, T)I.

Ayrica, k = 1 alindiginda, Mod-b-Metrik igin elde edilen sonuglar modiiler metrik uzay
ortaminda gecerlidir (Oztiirk, 2022).
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