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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS SAYILARI,
KUATERNIYONLARI VE GENELLESTIRILMELERI
Mine UYSAL

Doktora Tezi, Erzincan Binali Yildirim Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
Danmisman: Prof. Dr. Engin OZKAN
2026, 108 sayfa

Bu tezde, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin yeni bir genellestirilmesi olarak ytiksek
mertebeden formlar1 tanimlanmis ve bu sayilarin kuaterniyonlar: incelenmistir. Bu tezin
bulgular1 sekiz ana basliktan olugmaktadir. Birinci boliimde, yiiksek mertebeden Jacobsthal
sayilar1 tanimlanmig ve temel Ozellikleri olan Binet benzeri formiilii, yineleme (rekiirans)
bagintisi, iirete¢ fonksiyonlari, lirete¢ fonksiyonlarinin tiirevleri ve bazi énemli 6zdeslikleri
hesaplanmustir. Ikinci béliimde, reel bilesenleri yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarindan
olusan kuaterniyonlar tanimlanmis, 6zellikleri incelenmis ve bazi onermeler ispatlanmistir.
Ayrica, bu kuaterniyonlarin yineleme (rekiirans) bagintisi, Binet benzeri formiilii, lireteg
fonksiyonlar1 elde edilmistir ve Cassini, Catalan, Vajda, d’Ocagne 6zdeslikleri hesaplanmustir.
Ucgiincii ve dordiincii boliimlerde, Jacobsthal-Lucas sayilarmin yeni bir genellestirilmesi olarak
yiiksek mertebeden formlar1 ve bu sayilarin kuaterniyonlart incelenmistir. Bu sayilarin temel
tanimlart ve oOzellikleri verilmistir. Reel bilesenleri yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas
sayilar1 alinarak kuaterniyonlar tanimlanmistir ve kuaterniyon 6zellikleri incelenmistir. Ayni
zamanda, Binet benzeri formiilii, iirete¢ fonksiyonlar1 ve 6zdeslikleri elde edilmistir. Ayrica,
yiiksek mertebeden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki bazi iligkiler de
verilmistir. Besinci ve altinct boliimlerde ise Jacobsthal sayilarini genellestirmeye yonelik yeni
bir yaklasim olan yliksek mertebeden k —Jacobsthal sayilar1 tanimlanmis, bu sayilarin say1
dizisi ozellikleri ve kuaterniyonlar1 incelenmistir. Yedinci ve sekizinci boliimlerde ise yliksek
mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilar1 tanimlanip, kuaterniyon temsilleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyonlar, Jacobsthal sayilari, Jacobsthal-Lucas sayilari, Binet

Formili.



ABSTRACT

HIGHER ORDER JACOBSTHAL AND JACOBSTHAL-LUCAS NUMBERS,
QUATERNIONS AND THEIR GENERALIZATIONS
Mine UYSAL

Doctoral Thesis, Erzincan Binali Yildirim University, Institute of Science and
Technology, Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Engin OZKAN
2026, 108 pages

In this thesis, higher order forms are introduced as a new generalization of the Jacobsthal and
Jacobsthal-Lucas numbers, and the quaternions of these numbers are investigated. The results
of this thesis are organized into eight main sections. In the first section, higher order Jacobsthal
numbers are defined, and their fundamental properties, including a Binet-like formula,
recurrence relations, generating functions, derivatives of generating functions, and several
important identities, are obtained. In the second section, quaternions whose real components
consist of higher order Jacobsthal numbers are defined, their properties are examined, and
several propositions are proved. In addition, the recurrence relations, Binet-like formula, and
generating functions of these quaternions are derived, and identities such as Cassini, Catalan,
Vajda, and d’Ocagne are established. In the third and fourth sections, higher order forms of
Jacobsthal-Lucas numbers are introduced as a new generalization, and the quaternions of these
numbers are studied. The basic definitions and properties of these numbers are presented.
Quaternions are defined by taking higher order Jacobsthal-Lucas numbers as their real
components, and their properties are investigated. Furthermore, Binet-like formulas, generating
functions, and related identities are obtained. Some relationships between higher order
Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas quaternions are also provided. In the fifth and sixth sections,
higher order k —Jacobsthal numbers are introduced as a new approach to generalizing
Jacobsthal numbers, and both their sequence properties and quaternion representations are
examined. Finally, in the seventh and eighth sections, higher order k —Jacobsthal-Lucas
numbers are defined, and their quaternion representations are investigated.

Keywords: Quaternions, Jacobsthal Numbers, Jacobsthal-Lucas Numbers, Binet Formula.
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1. GIRIS

1.1. Arastirmanin Amaci

Bu tez c¢alismasinin temel amaci, klasik say1 dizilerinden biri olan Jacobsthal ve Jacobsthal-
Lucas sayilarim1 daha kapsamli bir bakis agisiyla ele alarak yiiksek mertebeden
genellestirmelerini ortaya koymak ve bu genellestirilmis dizileri hem say1 teorisi baglaminda
hem de kuaterniyon cebiri i¢erisinde incelemektir. Bu kapsamda dncelikle, yliksek mertebeden
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say:1 dizileri tanimlanmakta ve bu dizilerin temel matematiksel
ozellikleri ayrmtili bir bigimde aragtirilmaktadir. Bu 6zellikler arasinda rekiirans bagintilari,
Binet tipli kapal1 formiilleri, lirete¢ fonksiyonlari, lirete¢ fonksiyonlarinin tiirevleri ve toplam
formiilleri yer almakta olup, ayrica Cassini, Catalan, Vajda ve d’Ocagne gibi say1 dizileri
teorisinin klasik 6zdeslikleri de yliksek mertebeden genellestirmeler i¢in yeniden elde

edilmektedir.

Tezde ikinci olarak, reel bilesenleri yliksek mertebeden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas
sayilarindan olusan kuaterniyon yapilar1 tanimlanmaktadir. Bu kuaterniyonlarin temel cebirsel
ozellikleri, norm ve eslenik kavramlari incelenmis, Binet tipli formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari
ve yineleme bagintilar1 elde edilmistir. Ayrica, bu kuaterniyonlara iliskin énemli 6zdeslikler
tiiretilmis ve klasik sonuglarin kuaterniyon cebiri baglaminda nasil genellestirilebilecegi ortaya

konulmustur.

Calismanin bir diger amaci, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarini daha genel bir yaklagimla
genisleterek yiiksek mertebeden k —Jacobsthal ve k —Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini literatiire
kazandirmaktir. Bu yeni diziler i¢in de temel 6zellikler, yineleme bagntilari, kapali formiilleri,
toplam bagintilar1 ve lirete¢ fonksiyonlar: elde edilmistir. Bununla birlikte, bu say1 dizilerine
bagli kuaterniyon temsilleri tanimlanmig hem say1 dizileri baglaminda hem de kuaterniyon

cebiri ¢ercevesinde analizi yapilmistir.

Sonug olarak, bu tez ile say1 dizileri teorisi ve kuaterniyon cebiri arasinda yeni baglantilar
kurulmakta, klasik Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerinin daha ileri diizeyde
genellestirilmis formlar ortaya ¢ikarilmakta ve bu genellestirmeler araciligiyla literatiire hem
teorik hem de uygulamaya yonelik yeni matematiksel sonuglar kazandirilmast

hedeflenmektedir.



1.2. Arastirmanin Onemi

Say1 teorisi, matematigin en eski ve en temel alanlarindan biri olmakla birlikte, stirekli olarak
yeni yaklagimlar ve genellestirmeler ile gelisimini slirdiirmektedir. Fibonacci, Lucas, Pell ve
Jacobsthal gibi 6zel say1 dizileri, yalnizca teorik matematikte degil ayn1 zamanda bilgisayar
bilimleri, kriptografi, kombinatorik, sayisal analiz ve modern fizigin ¢esitli alanlarinda da
onemli uygulamalara sahiptir. Bu nedenle, bu say1 dizilerinin yeni genellestirilmis formlarinin
incelenmesi hem matematiksel bilgi birikimini genisletmekte hem de olasi uygulamalara

yonelik yeni ufuklar agmaktadir.

Bu arastirma, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarini yiiksek mertebeden genellestirmelerle
ele alarak literatiirde 6nemli bir boglugu doldurmaktadir. Calisma, yalnizca bu sayilarin klasik
ozelliklerini daha ileri bir diizeye tagimakla kalmayip, ayn1 zamanda bu sayilarin kuaterniyon
temsillerini inceleyerek kuaterniyon cebiri ile say1 dizileri arasinda yeni baglantilar
kurmaktadir. Boylece, say1 dizileri kuraminin soyut cebirsel yapilara entegrasyonu saglanmakta

ve iki farkli matematik alani arasinda zengin bir etkilesim ortaya ¢ikarilmaktadir.

Ayrica, yiksek mertebeden k —Jacobsthal ve k —Jacobsthal-Lucas say1 dizilerinin
tanimlanmasi, literatiire yeni bir genellestirme yaklasimi kazandirmakta ve bu diziler
aracilifiyla elde edilen 6zdeslikler, rekiirans bagintilar1 ve kapali formiiller gelecekte yapilacak
caligmalara temel teskil etmektedir. Bu baglamda tez, yalnizca teorik matematige katki
saglamasinin yaninda, kuaterniyonlar {iizerinden yapilabilecek uygulamalara da altyap1

olusturmaktadir.

Sonug olarak, bu arastirma hem say1 dizileri teorisinin hem de kuaterniyon cebirinin gelisimine
katkida bulunmakta, matematigin farkli alanlar1 arasinda kopriiler kurarak yeni aragtirma

imkanlar1 ve olas1 uygulama alanlar1 olusturmaktadir.
1.3. Varsayimlar

(Calismada tanimlanan yiiksek mertebeden Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas, k —Jacobsthal ve
k —Jacobsthal-Lucas say1 dizileri ile ilgili kullanilan tanim ve formiillerin matematiksel agidan
tutarlt ve gecerli oldugu bilinmektedir. Kuaterniyonlarin tanimlari, cebirsel islemleri ve
ozellikleri literatiirdeki kurallar ¢ercevesinde uygulanmistir. Elde edilen 6zdesliklerin (Cassini,
Catalan, Vajda, d’Ocagne vb.) dogruluklari, verilen ispatlarin matematiksel kurallar

cergevesinde dogru oldugu bilinmektedir. Tezde kullanilan yontemlerin (yineleme (rekiirans)



bagintisi, Binet tipi formiil, lirete¢ fonksiyonu yaklagimi vb.) arastirma amacglarina uygun

oldugu bilinmektedir.
1.4. Stmirhliklar

Bu tez sadece Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari ile sinirlandirilmistir. Farkli say1 dizileri

bu kapsamda incelenmemistir.



2. KAVRAMSAL CERCEVE VE iLGILI CALISMALAR

Say1 dizileri, matematigin temel ¢aligma alanlarindan biri olup, ardisik terimler arasinda belirli
kurallara dayali olarak tanimlanan yapilardir. Bu diziler, yalnizca aritmetik veya geometrik
ozellikleriyle degil, ayn1 zamanda kombinatorik yapilari, yineleme (rekiirans) bagintilar1 ve
iireteg fonksiyonlar1 araciligiyla da derinlemesine incelenmektedir. Ozellikle Fibonacci, Lucas,
Jacobsthal ve diger benzeri 6zel say1 dizileri, matematiksel modelleme, sayilar teorisi, cebirsel

yapilar ve uygulamali bilimlerde 6nemli sonuglar vermektedir.

Fibonacci dizisi, matematik tarihinde 6nemli bir yere sahip 6zel bir say1 dizisidir. Bu dizi, ilk
olarak 1202 yilinda Italyan matematik¢i Leonardo Pisano Fibonacci tarafindan Liber Abaci adli
eserinde ortaya konulmustur. Fibonacci, diziyi aslinda tavsanlarin tireme modeli {izerine

kurdugu bir problem baglaminda tanitmistir.

Bununla birlikte, Fibonacci dizisinin kokeni yalnizca Avrupa ile smirli degildir. Yapilan
arastirmalar, benzer say1 dizilerinin Hint matematik¢ileri tarafindan 6. ylizyillda da

kullanildigin1 gostermektedir.

Son yillarda, diziler sadece sayilar teorisinde degil, geometri, olasilik teorisi, cebirsel yapilar
gibi matematigin farkli alanlarinda ve ayrica biyoloji, bilgisayar bilimleri, ekonomi, sanat ve
mimari gibi disiplinlerde de derin baglantilar kurmasiyla {in kazanmstir. Ozellikle altin oran
ile iliskisi, dizinin dogadaki bir¢ok yapida (bitki yapraklarinin dizilisi, cam kozalag spiralleri,

deniz kabuklar1 vb.) gézlemlenmesine imkan vermistir.

Farkli parametreler altinda genellestirilen say1 dizileri, hem teorik agidan yeni 6zellikler ortaya
koymakta hem de kriptografi, bilgisayar bilimi, fizik ve biyoloji gibi disiplinlerde cesitli
uygulamalara zemin hazirlamaktadir. Bu baglamda, say1 dizilerinin farkli bakis agilariyla ele
alinmasi, hem klasik dizilerin daha iyi anlagilmasma katki saglamakta hem de yeni

matematiksel yaklasimlarin gelistirilmesine olanak tanimaktadir.

Bu baglamda yapilan genellestirmelerden biri de Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1
dizileridir. Bu diziler Fibonacci dizisine benzer bir yineleme (rekiirans) bagintisina sahiptir.
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari, 6zellikle ikili say1 sistemleri (binary expansions),

kodlama teorisi, sayma problemleri, graf teorisi ve kriptografi gibi alanlarda uygulama alani



bulmaktadir. Bu say1 dizileri 6zellikle 6zel say1 dizilerinin cebirsel genellestirmeleri ve

kuaterniyonlar {izerinde yapilan modern ¢alismalarda sikc¢a kullanilmaktadir.

(Sigler, 2002) calismasinda, Fibonacci dizisi ilk kez tavsan problemi iizerinden Leonardo

Pisano tarafindan tanitilmistir.

(Hoggatt Jr, 1969) calismasinda Fibonacci sayilariin 6zelliklerini, 6zdesliklerini ve gesitli

uygulamalarini sistematik bicimde incelemistir.

(Horadam, 1961) calismasinda Fibonacci dizisinin genellestirilmis bi¢imleri olan Horadam

dizileri iizerine incelemeler yapmustir.

(Koshy, 2019)¢alismasinda Fibonacci ve diger ilgili tam say1 dizilerinin 6zelliklerini incelemis,

bircok esitlik ve 6zdeslik vermistir.

(Ozvatan, 2018) calismasinda Fibonacci sayilariin bir genellestirilmesi olarak yiiksek
mertebeden Fibonacci sayilarin1 Binet benzeri formiille tanimlamis ve bazi 6zelliklerini

incelemistir.

(Kizilates vd., 2021) calismalarinda yliksek mertebeden Fibonacci sayilari kullanarak bu
sayilarin  kuaterniyonlarini tanimlamig,hem kuaterniyon hem de dizisel 0Ozelliklerini

incelemislerdir.

(Falcon, 2014) calismasinda Jacobsthal dizilerinin bir genellestirilmesi olarak yineleme

bagintisini farkl bir sekilde ele alarak k —Jacobsthal sayilarini tanimlamastir.

(Jhala vd., 2013)calismalarinda Jacobsthal sayilarinin bir genellestirilmesi olan k —Jacobsthal

sayilarini tanimlamis ve bu sayilari iceren 6zdeslikleri hesaplamislardir.

(Uygun vd., 2016) caligmalarinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarmin farkl
formiilasyonlar1 olarak k —Jacobsthal ve k —Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini tanimlamis ve

detayli olarak incelemislerdir.

(Akkus vd., 2021) calismalarinda Jacobsthal-Lucas sayilar1 i¢in diger genellestirmelerden farkl
olarak yeni bir formiilasyon ile k —Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini tanimlamis ve 6zelliklerini

incelemislerdir.



(Kizilates vd., 2025) ¢aligmalarinda Gauss Fibonacci sayilarinin bir genellestirilmesi olarak
yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci sayilarinin kuaterniyonlarini tanimlamis ve 6zelliklerini

incelemislerdir.

(Kizilates, 2025) calismasinda Gauss Fibonacci polinomlarinin bir genellestirilmesi olarak
yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci polinomlarini tanimlamis ve say1 dizisi olarak 6zelliklerini

incelemislerdir.

(Hamilton, 1866) eserinde kuaterniyonlara dair en kapsamli ve derinlemesine ilk

incelemelerden birini sunarak matematik tarihinde 6nemli bir doniim noktasi olusturmustur.

(Horadam, 1963) calismasinda Fibonacci dizilerinin kompleks ve kuaterniyon hallerini ilk kez

tanimlamistir.

(Halici, 2012) calismasinda Fibonacci kuaterniyonlarinin hem sayi1 dizisi hem de kuaterniyon

olarak dzelliklerini incelemistir.

(Szynal-Liana vd., 2016) calismalarinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarini

tanimlamis, aralarindaki iligkileri ve matris temsillerini vermislerdir.

(Tasec1, 2017) calismasinda k —Jacobsthal ve k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarin sayi

dizisi olarak ozelliklerini incelemistir.

(Torunbalc1 Aydin vd., 2017) ¢aligmalarinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin

terimleri arasindaki bagintilar1 ve toplam formiillerini incelemislerdir.

(Mamagani vd., 2013) calismalarinda kuaterniyonlarin bir genellestirilmesini tanimlamis ve bu

yapilarin cebirsel ile geometrik 6zelliklerini incelemislerdir.

(Szynal-Liana vd., 2022) calismalarinda genellestirilmis degismeli kuaterniyon kavramini

tanimlamis ve Fibonacci sayilari ile iliskilendirerek incelemislerdir.

(Bréd vd., 2026) calismalarinda genellestirilmis degismeli kuaterniyonlari1 Jacobsthal sayi

dizileri iizerine uygulamis ve dizisel 6zelliklerini incelemislerdir.

(Ozkan vd, 2023) ¢alismalarinda Jacobsthal sayilarinin yeni bir Binet benzeri formiiliinden
yararlanarak yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarini tanimlamig ve bu sayilarin

kuaterniyonlarini incelemislerdir.



(Uysal vd., 2022) calismalarinda benzer sekilde Jacobsthal-Lucas sayilarinin yeni bir Binet
benzeri formiilii ile yliksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarini tanimlamis ve bu sayilarin

kuaterniyon formlarin1 incelemislerdir.

(Ozimamoglu, 2024) ¢alismasinda kompleks sayilarin bir genellestirilmesi olarak bilesenleri

yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilar1 olan hiper Jacobsthal sayilar1 tanimlamstir.

(Kuloglu vd., 2025) calismalarinda say1 dizilerinin en genel hali olan Horadam dizilerinden
hareketle Binet benzeri formiil yardimiyla yiiksek mertebeden Horadam dizilerini tanimlamis

ve diger yiiksek mertebeden sayi dizilerini kapsayacak sekilde genellestirmislerdir.



3. YONTEM

3.1. Fibonacci ve Lucas Say1 Dizisi

Tanim 3.1.1. Fibonacci sayilar1 baslangi¢ kosullar1 F; = 0 ve F; = 1 olacak sekilde
F,=F,_1+F, 5, n=>2

verilen yineleme (rekiirans) bagmtistyla tanimlanir (Koshy, 2019).

Fibonacci sayilarinin bazi terimleri {0,1,1,2,3,5,8,13, ... } dir.

Fibonacci sayilarmin verilen yineleme (rekiirans) bagmtisina gore ikinci dereceden

karakteristik denklemi;

r’—r—1=0
dir.
Bu karakteristik denkleme gore ¢ ve § kokleri

14++/5 1—-+/5

g=—7— 0=

seklindedir. Bu kokler asagidaki bagintilar1 saglar:
p+d5=1, ¢é=-1, (p—6=\/§.
Tamm 3.1.2. Fibonacci sayilarinin Binet formiilii

n_ sn
g o
p— 06
dir (Koshy, 2019).
Teorem 3.1.3. Fibonacci sayilariin Cassini 6zdesligi her n > 1 i¢in

Fn—an+1 - Fn2 = (_1)11

dir (Koshy, 2019).



Bir say1 dizisi i¢in Cassini 6zdesliginin incelenmesinin baslica amaci, dizinin i¢sel yapisini ve
terimleri arasindaki determinant tipli bagintilar1 ortaya ¢ikarmaktir. Bu tiir 6zdeslikler, dizinin
belirli bir diizenlilik gosterdigini ve giiclii bir cebirsel altyapiya sahip oldugunu ortaya koyar.
Ayrica Cassini tipi iligkiler, dizinin klasik 6zel say1 dizileriyle benzer 6zellikler tasiyip

tasimadigini belirlemede 6nemli bir rol oynar.

Fibonacci sayilarinin yineleme (rekiirans) bagintisinda baslangi¢ kosullarinin degistirilmesiyle

Lucas say1 dizisi tanimlanmustir.

Tanim 3.1.4. Lucas say1 dizisi baglangic kosullar1 Ly = 2 ve L; = 1 olacak sekilde
Ly=L,_ 1+ L,_,, n=2

ile tanimlanir (Koshy, 2019).

Lucas say1 dizisinin bazi terimleri {2,1,3,4,7,11, ...} dir.

Lucas say1 dizisi ile Fibonacci say1 dizisinin yineleme (rekiirans) bagintilar1 ayni oldugundan
bu dizilere karsilik gelen ikinci dereceden karakteristik denklemler de aynidir. Karakteristik

denklemi;
r’—r—1=0
dir.
Tamm 3.1.5. Lucas sayilarinin Binet formiilii
L,=¢"+ 6"
dir (Koshy, 2019).
3.2. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas Say1 Dizisi
Tanim 3.2.1. Jacobsthal sayilar1 baslangi¢ kosullar1 J, = 0 ve J; = 1 olacak sekilde
Jn =In-1+2fp2 n22
ile verilen yineleme bagntisi ile tanimlanir (Horadam, 1996).

Jacobsthal sayilarin bazi terimleri {0,1,1,3,5,11,21,43, ... } dir.



Jacobsthal sayilari yineleme (rekiirans) bagintisina gore ikinci dereceden karakteristik

denkleme sahiptir. Karakteristik denklemi;

r2—r—2=0

seklindedir.

Bu denklemin kokleri a = 1 ve b = —2 dir. Bu kokler
a+b=1ab=-2,a—b=3
bagmtilarini saglar (Horadam, 1996).

Tamm 3.2.2. Jacobsthal sayilarin Binet formiilii

a™ — pn
]TL: a_b

ile verilir (Horadam, 1996).

Tanim 3.2.3. Jacobsthal-Lucas sayilar baslangi¢ kosullar1 j, = 2 ve j; = 1 olacak sekilde
Jn =Jn-1+2jp—z n=2

ile verilen yineleme bagntisi ile tanimlanir (Horadam, 1996).

Jacobsthal-Lucas sayilarin bazi terimleri {2,1,5,7,17,31,65,127, ...} dir.

Jacobsthal-Lucas say1 dizisi ile Jacobsthal say1 dizisinin yineleme (rekiirans) bagintilar1 ayni
oldugundan bu dizilere karsilik gelen ikinci dereceden karakteristik denklemler de aynidir.

Karakteristik denklemi;
r’—r—2=0
seklindedir.

Binet formiilii, genellikle bir say1 dizisinin (6rnegin Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Pell dizisi
gibi) her terimini yineleme (rekiirans) bagmtist tanimma gerek kalmadan dogrudan

hesaplamamizi saglayan kapali bir formiildiir.
Tamm 3.2.4. Jacobsthal-Lucas sayilarin Binet formiilii
Jjn=a"+b"

ile verilir (Horadam, 1996).
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Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin bir genellemesi olarak k —Jacobsthal ve

k —Jacobsthal-Lucas sayilar1 tanimlanir.
3.3. k —Jacobsthal ve k —Jacobsthal-Lucas Say1 Dizisi

Tanim 3.3.1. k herhangi bir pozitif reel say1 olmak iizere, k —Jacobsthal sayilar1 J; ,, asagidaki

yineleme bagintisiyla tanimlanir. Baslangi¢ kosullari J, o = 0 ve J,,; = 1 ile
]k,n = k]k,n—l + 2]k,n—2: n 2 2
dir (Jhala vd., 2013; Uygun vd., 2016).

k —Jacobsthal sayilarinin bazi terimleri {0,1,k, k% + 2,k3 + 4k, k* + 6k? + 4,k> + 8k3 +
12k, ...} dir.

k —Jacobsthal sayilarinin yineleme (rekiirans) bagintisina gore ikinci dereceden karakteristik

denklemi;
r’—kr—2=0
dir. Bu denklemin
k+ViZT8 k- VKT8
Q@ =— R —
2 ’ 2

seklinde kokleri vardir. Bu kokler,

a+pf=k af=-2, a—f=+k?*+8

bagmtilarini saglar.

Tamm 3.3.2. k —Jacobsthal sayilarinin Binet formiili
am — ﬁTL
Jem =——%~

a—=p

dir (Jhala vd., 2013; Uygun vd., 2016).

Tammm 3.3.3. k herhangi bir pozitif reel sayr olmak {izere, k —Jacobsthal-Lucas sayilari
asagidaki yineleme (rekiirans) bagintistyla tanimlanir. Baglangi¢ kosullar1 j, o = 2 ve ji,; = k
olmak tizere,

Jem = Kjkn-1+ 2jin-—2, n =2
dir (Uygun vd., 2016).
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k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin bazi terimleri {2,k, k% + 4,k3 + 6k, k* + 8k? + 8,k> +
10k3 + 20k, ... } dir.

Tamm 3.3.4. k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet formiilii
Jin = a” + B"
dir (Uygun vd., 2016).

Jacobsthal-Lucas sayilarinin bir genellestirilmesi olarak yineleme bagintisinin farkli bir sekilde
tanimlanmasiyla yeni bir k —Jacobsthal-Lucas sayilar1 tanimlanmistir. Buna gore asagidaki

tanim verilir.

Tamm 3.3.5. k pozitif bir reel say1 olmak iizere, k —Jacobsthal-Lucas sayilar1 farkli bir
yineleme bagintistyla asagidaki gibi tanimlanir. Baslangi¢ kosullart s, o = 2 ve 5,1 = 1 ile
Skn+1 = Skn + stk,n—li n=1

dir (Akkus vd., 2021).
k —Jacobsthal-Lucas sayilarmim baz terimleri {2,1,4k + 1,6k + 1,8k? + 8k + 1, ...} dir.

k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin yineleme (rekiirans) bagintisina gore ikinci dereceden

karakteristik denklemi;

r2—r—-2k=0
seklindedir. Bu denklemin

_1+V1+8k 1- 1+ 8k

% 2 a2 = 2

seklinde kokleri vardir. Bu kokler
C(l +C(2 = 1,(110:2 = _Zk,al —0(2 = Vl +8k

bagmtilarini saglar.
Tanim 3.3.6. k —Jacobsthal-Lucas sayilar1 s ,, nin Binet formiilii
Skn = 1"+ ay"

dir (Akkus vd., 2021).
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3.4. Kuaterniyonlar

Matematiksel yapilar tarih boyunca yalnizca teorik diizeyde kalmayip, bilim ve teknolojinin
farkli alanlarinda 6nemli uygulama alanlar1 bulmustur. Bu yapilardan biri de ilk kez 1843
yilinda William Rowan Hamilton tarafindan tanmitilan kuaterniyonlardir. Kuaterniyonlar,
karmagik sayilarin daha yiliksek boyuta genellestirilmis hali olarak diisliniilebilir ve dort
bilesenli yapilar1 sayesinde {i¢ boyutlu uzayda doniisiim ve yonelimlerin incelenmesinde gii¢lii

bir arag¢ sunar (Hamilton, 1866).

Tanim 3.4.1. q,, q1, 92, q5 reel sayilar ve 1, j, k kuaterniyon birimler ve
i2 =j2 = k? = —1,ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik = j
olmak {izere
q=qo+ il + 2 + g5k

formunda yazilan sayilara kuaterniyon denir (Hamilton, 1866).

Tamm 3.4.2. Bir ¢ = q, + q11 + q,J + g3k kuaterniyonun eslenigi q* ile gosterilir ve
q" =qo — q1f — q2J — g5k

ile tanimlanir (Hamilton, 1866).

Tamim 3.4.3. Kuaterniyonlar kiimesinde herhangi bir g kuaterniyonun boyu (normu) ||q|| ile

gosterilir ve

lall = Vaq" = Vao? + a:1? + 42% + ¢35
seklinde tanimlanir (Hamilton, 1866).

Tamm 3.4.4. Bir g = q¢ + g11 + q,J + g3k kuaterniyonun gergel (reel) Re(q) ile gosterilir
ve
Re(q) = qo
dir. Vektorel kism1 Vec(q) ile gosterilir ve
Vec(q) = qif + q2§ + g3k
seklindedir (Hamilton, 1866).

Tamm 3.4.5. p = py + p1i + p,j + p3k ve g = q¢ + q11 + q,J + g3k iki kuaterniyon olmak

tizere bu kuaterniyonlarin toplami

p+q=@o+q)+ (1 +q)i+ (p:+ g+ (p3 + g3)k

ile tanimlanir (Hamilton, 1866).
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Tamm 3.4.6. p = py + p11 + p,J + p3k ve g = qo + q11 + q.J + g3k iki kuaterniyon olmak
tizere ¢arpimlari
Pq = (P191 + D292 + P393 + Paqa) + (P1G2 + P2G1 + Paqs + P3qa)i
+ (P193 + P3q1 + P29s + P4q2)] + (P1Ga + Paqs + D392 + P2G3)k

ile tanimlanir (Hamilton, 1866).

Cebir ve sayilar teorisi alaninda, kuaterniyonlarin reel katsayilar1 yerine cesitli say1 dizileri
kullanilarak bir¢ok yeni dizi elde edilmis ve bu diziler genellestirilmis yapilar olarak ele

alinmustir.
3.5. Fibonacci Kuaterniyonlar

Tamm 3.5.1. Kuaterniyonlar kiimesinde reel katsayilar Fibonacci sayist F, alinarak Fibonacci
kuaterniyonlar tanimlanir. 1, j, k lar kuaterniyon birimler olmak {izere Fibonacci sayilarinin
kuaterniyonu

Qn=F +Fl+ Fof + Frs k

ile tanimlanir (Horadam, 1963).
3.6. Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas Kuaterniyonlar

Tamm 3.6.1. J,, n. Jacobsthal sayis1 ve 1, j, k lar kuaterniyon birimler olmak {izere Jacobsthal

kuaterniyonlar

JQn =Jn + Jns1l + Jny2d + Jnssk
ile tanimlanir (Szynal-Liana vd., 2016).

Tamm 3.6.2. Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar
an = jn + jn+1]ri + jn+2ﬁ + jn+3k
ile tanimlanir (Szynal-Liana vd., 2016).

3.7. k —Jacobsthal ve k —Jacobsthal-Lucas Kuaterniyonlar

Tamm 3.7.1. k —Jacobsthal kuaterniyonlar1

]Qk,n = ]k,n -l']k,n+1]ri +]k,n+2]j +]k,n+3]k

ile tanimlanir (Tasc1, 2017).

Tamm 3.7.2. k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1

ij,n = jk,n + jk,n+1ji + jk,n+2jj + jk,n+3k
ile tanimlanir (Tasc1, 2017).
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3.8. Yiiksek Mertebeden Fibonacci Sayilar1 ve Kuaterniyonlari

Bu béliimde yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarinin tanimi, Binet formiilii ve kuaterniyon

tanimi1 verilecektir.

Tamm 3.8.1. Yiiksek mertebeden Fibonacci sayilari

FyES) = &
F

esitligi ile tanimlanir (Ozvatan, 2018)

Tanim 3.8.2. Yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarinin Binet benzeri formiilii

s _ (@) = (8°)"
Ph - ¢s__5s

esitligi ile tanimlanir Buradaki ¢ ve § Fibonacci sayisinin Binet formiiliindeki koklerdir.

(Ozvatan, 2018).

Tanim 3.8.3. Yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarmin terimlerinin sagladigi yineleme

(rekiirans) bagintisi

ES = LES, + (~1ES

n+1 n+1

dir (Ozvatan, 2018).

Tamm 3.8.4. Yiiksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlari

O = E® + EQ i+ ES 5+ ESk

n+1 n+2 n+3
ile tanimlanir. Burada F,fs) ler yiiksek mertebeden Fibonacci sayilari ve 1, j, k lar ise kuaterniyon

birimlerdir (Kizilates vd., 2021).

Teorem 3.8.5. Yiiksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlari QFn(S) nin Binet formiilii

© _ P —8(55)"
n - ¢s__6s

dir. Burada
@ =1+ @i+ @?5j + 3k
ve

5 =1+8%+ 6%+ 6%k

dir (Kizilates vd., 2021).
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4. BULGULAR

4.1. Yiiksek Mertebeden Jacobsthal Sayilar:

Bu boliimde, yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilart tanimlanmistir. Yiiksek mertebeden
Jacobsthal sayilar, klasik Jacobsthal say1 dizisinin bir genellemesi olarak ortaya cikar.
Tanimlanan bu sayilarin, say1 dizisi olarak temel 6zellikleri ayrintili bir sekilde incelenmis;
terimlerin sagladig1r yineleme (rekiirans) bagintisi, iirete¢ ve iistel iretec fonksiyonlari
hesaplanmistir. Ayrica, bu say1 dizisinin bazi temel 6zdeslikleri ve sayilarin yapisal 6zellikleri
izerine analizler yapilmistir. Bu ¢aligmalar, hem dizinin matematiksel yapisini derinlemesine
anlamaya hem de ilerleyen boéliimlerde kuaterniyonlar gibi daha karmasik yapilarin
olusturulmasinda bir temel saglamaya yoneliktir. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari
tizerindeki bu inceleme, say1 dizilerinin genel teorisine katkida bulunurken, ayni zamanda

uygulamali matematik ve algoritmik hesaplamalar i¢in de bir referans noktas1 sunmaktadir.

Tamm 4.1.1. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari

) _Jns
Y A
esitligi ile tanimlanir (Ozkan vd., 2023).

Tamm 4.1.2. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarin Binet tipli formiilii

s _ (@)= ()" 4.1
n - as — bs

esitligi ile tanimlanir (Ozkan vd., 2023).

Burada verilen a ve b Jacobsthal sayilarin yineleme (rekiirans) bagintisindan elde edilen ikinci

dereceden karakteristik denklemin kokleridir.

Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarin s ve n degiskenlerine bagl bazi terimleri asagida
verilmistir.
i) s = 1 i¢in klasik Jacobsthal sayilar1 elde edilir.

(1)_an_an
" a—b

= Jn-

ii) s = 2 i¢in ]n(z) yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari

@ _Jm
T,

dir. Buradan,
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Durum 1: n = 1 i¢in

@ _J2
@ _

=1.
J2
Durum 2: n = 2 i¢in
@ Ji_g
J2
Durum 3: n = 3 i¢in
@ _Js
=—=21
L
Durum 4: n = 4 i¢in
) Js
=— = 85.
P

Burada s = 2 igin elde edilen dizi A002450 kodu ile OEIS’ te tanimlidir.

Dikkat edilirse,

() _
n — J2n

oldugu goriiliir.

iii) s = 3 icin, J,® yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari

@ _Jan
" T
dir. Buradan
Durum 1: n = 1 i¢in
@Sy
E
Durum 2: n = 2 i¢in
@ Jo_y
J2
Durum 3: n = 3 i¢in
® L _ 57
> L
Durum 4: n = 4 i¢in
@ 2 _ 455,
J2

Burada s = 3 igin elde edilen dizi A015565 kodu ile OEIS’ te tanimlidir.
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iv) s = 4 i¢in, ],(14) yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari

@ _Jam
R
dir. Buradan
Durum 1: n = 1 i¢in
WSy
Ja
Durum 2: n = 2 i¢in
Wl _qy
A
Durum 3: n = 3 i¢in
@ =5 _ 973
4

bulunur.

Teorem 4.1.3. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari i¢in yineleme (rekiirans) benzeri

bagmtist her n > 1 i¢in
i =i = G
esitligi ile verilir (Ozkan vd., 2023).

Ispat. Ispat icin esitligin sag tarafi goz 6niine alinirsa

ast — psn qsh—s — psn-s
e = GO = @) (G ) = 0 ()

bS
oldugu goriiliir. Buradan ab = —2 oldugundan
ash — psn ash—s — psn-s
o = DY = @ ) () = @ ()

(asn+s _ asbsn + bsasn _ bsn+s _ asnbs + asbsn>
— bs

qSn+s — psn+s as(n+1) _ bs(n+1)
— _ —_ 1
_< as — bs >_< as — bS >_]"+1

elde edilir. Dolayisiyla,

JJ$ = (=2)5]9) =),

dir. m
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Gortldiigii gibi yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarin yineleme (rekiirans) bagintisi

Jacobstal-Lucas sayisina da baglidir.

Teorem 4.1.4. Jacobsthal sayilar1 asagidaki gibi genellestirilmis yineleme (rekiirans) benzeri
bagmtiy saglar. t = 0,1, ...,s — 1 igin

]s(n+1)+‘r = js]sn+1' - (_Z)S]s(n—1)+‘r

dir.
Ispat.
qSTS+T _ psnts+r
]s(n+1)+‘r = P
= 1 [asn+‘ras _ bsn+‘rbs _ bsn+1'as + bsn+‘ras]
a—>b
1
= p— [aS(aS™+T — pSnHT) — pSntTpS 4 psntTgs)
1
:]sn+-ras + m [bsn+ras _ bsn+rbs]
1
= Jen+cl@® + b — bS] + Py [hSn+TgS — pSntTps]
1
= Jen+cl@® + b5 — bS] + Py [hSn+TaS — pSntTps]
] s @ — b 1 SN+T S SN+T}S
= Jsn+dJs — D a—b +a—b[b a’—b bS]
1
= ]sn+‘rjs + m [bsn+‘ras — SIS — pSaSntT 4 bsbsn+r]
) 1
= ]sn+‘r]s + m [bsn+ras — b5a5”+T]
' ) SN+T=S _ |Sn+T-s
= ]sn+‘r]s - (ab) J—
bulunur.

ab = —2 oldugundan

]s(n+1)+‘r = Jon+tls — (_Z)S]s(n—1)+‘r

elde edilir. m

Onerme 4.1.5. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarinin, n ve s ifadelerinin negatif degerleri
icin agagidaki esitlikleri saglar;
) IS =-2mY,
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i) Y= (2,

i) J5Y = -2y

Ispat. (4.1) ifadesi kullanildiginda;

i)
s @)™m=m )™ 1 1 1
]—n - as — bs — \gsn - psn)\gs — bs
B hsn — asn< 1 ) B ( b)_sn ash — psn
(ab)s™ \as — bs - a as — bs
ab = -2 ve ] = % oldugundan
J& =~ (2
elde edilir.
ii)
A Y —=S\yn (L _ L) sn sn S
](—s) _ (a ) - (b ) _ ast psn _ bs™ —a (ab)
n aS—pb-s (i _ l) (ab)sn bs — as
as b’
_ (ab)s_sn ast — psn
aS —_ bS
ab = -2 ve ] = % oldugundan
]r(l_S) — (_2)(1—11)5]1(15)
elde edilir.
iii)
sy @)™ =)™ (a®)" = (b)" (ab)*
2 i eenid GO L G v
a b (_ _ _) bsS —a
as b’
(as)n _ (bs)n
= T T

ab = -2 ve ¥ = % oldugundan

IS == (=2

elde edilir. m

Ureteg fonksiyonlari, say1 dizilerinin incelenmesinde &nemli bir arag olup, dizinin tiim
terimlerini tek bir analitik ifade altinda toplama imkani sunar. Bu fonksiyonlar sayesinde
dizilerin yineleme (rekiirans) bagintilari, kapali form ifadeleri ve ¢esitli 6zdeslikleri sistematik

bir bigimde elde edilebilmektedir. Ozellikle rasyonel veya iistel iireteg fonksiyonlari, dizinin
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yapisal ozelliklerinin anlasilmasinda ve farkli temsil bigimlerinin ortaya konulmasinda 6nemli

rol oynar.

Teorem 4.1.6. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

z]@ n_ X
1 —jox + (=2)5x2

dir.
Ispat.
G/(x,s) = Z](S)
olsun.
G =J + 9%+ ] %% 4 J O 1 (4.2)
dir. Buradan (4.2) esitliginin her iki tarafim1 —j;x ve (—2)%x? ile ¢arpilirsa
—jsxGy = =jex]$ = jox? 7 = x5 = e = jox™ D 43)

ve
2076 = (-2 3" + (=27 + DY o+ CDLIx e (B
elde edilir. Buradan (4.2), (4.3) ve (4.4) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa yiiksek mertebeden
Jacobsthal sayilarin yineleme (rekiirans) bagintisina gore
Gy — jsxGy + (=2°x%Gy = J§ + P x = x5
olmak {izere
Gy (1= jsx + (=2)x) = & + ] V% — 1)

elde edilir. Burada J = 1 ve J$ = 0 oldugu i¢in, sonug olarak
x

Gy(x,5) = 1—jx+ (—2)5x?

dir. m

Teorem 4.1.7. Yiiksek mertebeden Jacobsthal say11ar1 igin iistel iireteg¢ fonksiyonu

()x _ —eP
D=

dir.
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Ispat. Ustel iirete¢ fonksiyonu tanimi geregince

Hy(x,s) = ZJ(S)

dir. Buradan ],(ls) nin Binet formiiliine gore,

had as — pnsy xn
Hy(x,s) = Z( as — bs )F
n=0 '

elde edilir. Boylece,

Hy(x,s) = — i = [z a™Sx™ i ] _— [Z (asx)" Z (bsx) ]

=0 n=0

=Y 0 xn—rll oldugundan

asx bSx

H](X,S) = s _ ps

denklemi bulunur. =

Ureteg fonksiyonlarm tiirevleri ise dizinin katsayilarini agirlikli bicimde ortaya cikararak daha
derin analizlere imkan saglar. Urete¢ fonksiyonlarinin tiirevleri, say1 dizilerinin analitik ve

cebirsel ozelliklerinin incelenmesinde 6nemli bir yontem olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Teorem 4.1.8. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilar1 igin {lirete¢ ve {istel {ireteg
fonksiyonlarinin x gore tiirevleri

)  G'(xs)=

1-(=2)5t1x
(1-jsx+(-2)Sx)?’

s s
ed xas_eb xps

ii) H'(xs)=

PEETY
dir.
Ispat.
i)
G;(x,s) = ad

1—jox+ (—2)5x?
dir. Buradan x gore tiirev alinirsa
1—jox + (=2)5x% — x(—js + 2(—2)%x)
(1 = jsx + (=2)x?)?
1—(—=2)5x?
T A —jox + (22

G,/ (x,s) =

elde edilir.
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easx _ ebsx
H] (x,5) = s _ ps
dir. Buradan x gore tiirev alinirsa
, easxas _ ebsxbs
H; (x,s) =

aS — bS
elde edilir. m
Bir sonraki teoremde say1 dizileri i¢in dnemli olan bazi 6zdeslikler hesaplanacaktir. Burada

verilen 6zdesliklerin tiimiiniin ispatinda yliksek mertebeden Jacobsthal sayilarin Binet formiilii

kullanilmistir.

Teorem 4.1.9. (Cassini Ozdesligi) Her n > 1 icin yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari

) 10s) _( (5))2 — _(_2)5(1’1—1)
n

n—-1/n+1
esitligini saglar.
Ispat.
) () )
]ns—l ns-l—l - ( ns )

_ ((as)n—l _ (bS)n—l) ((as)n+1 _ (bS)n+1> B ((as)n _ (bS)n> ((as)n _ (bS)n>

aS_bS aS_bS aS_bS aS_bS

_aSn—SbSTl+S — bSTl—SaSTl+S + zasnbsn

(as — bs)Z
_en (a6 - @))_onm=
- (as — b%)? - (as — b%)2

ab = —2 oldugundan

) 10s) _( (5))2 — _(_2)5(1’1—1)
n

n-1/n+1

elde edilir. m

Teorem 4.1.10. (Catalan Ozdesligi) Her n > t icin yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari

r(ls—)t r(ls+)t - ( 7(15))2 = _(_Z)S(n_t)(]t(S))z

esitligini saglar.
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Ispat.
() 4(s) ))?
ns—l ns-l—l _(ns)

((as)n—t _ (bS)n—t> ((as)n+t _ (bS)n+t> B ((as)n _ (bS)n) ((as)n _ (bS)n)

aS_bS aS_bS aS_bS aS_bS

—qSn—sStpsn+st _ psn—stpsn+st 4+ 2g5npsn

(as _ bs)z
snisn st bt _(ASt _ pst\2
B -0)) gt
- (as _ bs)z - (as — bs)z
S\t — (hS)t 2
= —(abym=st ((a )~ ) )

ab = —2 oldugundan
2 2
I = (U) = =20 ()

elde edilir. m
Dikkat edilirse Catalan 6zdesliginde t = 1 alindiginda Cassini 6zdesligi elde edilir.

Teorem 4.1.11. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n, k tam sayilar1 igin yiiksek mertebeden Jacobsthal

sayilari
1&5)17(1?1 - r(lS) IS,S+)1 = (_z)sn]IES_)n

esitligini saglar.

Ispat.
IES)]r(ls-El - 155)]15?1
B (as)k _ (bS)k (as)n+1 _ (bS)n+1 (as)n _ (bS)n (as)k+1 _ (bS)k+1
- as — bS as — bs - as — bs as — bS
B _askbsn+s _ bskasn+s + asnbsk+s + bsnask+s
- (as _ bs)z
B askbsn(as _ bs) + asnbsk(bs _ as) B (as _ bs)(askbsn _ asnbsk)
- (as _ bs)z - (as _ bs)z
(askbsn _ asnbsk) asnbsn(ask—sn _ bsk—sn)
T @-b) (a* = b%)
(aS)k—TL _ (bS)k—‘n )
=D Ty (AT

elde edilir.m
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Teorem 4.1.12. (Vajda Ozdesligi) Her n, m, k tam sayilari igin yiiksek mertebeden Jacobsthal
sayilari
]r(ls-zk](S) (5) (S) ( Z)Sn](s)](s)_
esitligini saglar.
Ispat.

n+k
(as)n+k _ (bS)TL+k (as)m—k _ (bS)TI‘L—k
G

B (as)n — (bS)Tl (as)m —_ (bs)m
aS — bS aS —_ bS

_asn+skbsm—sk _ bsn+skasm—sk + astpsm + hsngsm

(as _ bs)z
B asnbsm(l _ askb—sk) + asmbsn(l _ bska—sk)
- (as _ bs)z
sk bsk
astpsm <1 _ a_) + gSmpsn <1 )
bsk ask
= (a5 — b¥)2
bsk _ ask ask _ bsk
astpsm < ) + gSmpsn < )
_ bsk ask
- (as _ bs)z
asnbsm—sk(bsk _ ask) + asm—skbsn(ask _ bSk)
= (a5 — b¥)2
asnbsm—sk(bsk _ ask) + asm—skbsn(ask _ bSk)
= (a5 — b¥)2
B asnbsn(ask _ bsk)(asm—sk—sn _ bsm—sk—sn)
- (as _ bs)z
_ (_2)sn (a5)k _ (bS)k (a5)m—k—n _ (bS)m—k—Tl _ ( z)sn](s)](s)
(as — bs) (as — bs) m—-k—-n

elde edilir. m

Teorem 4.1.13. (Honsberger Ozdesligi) Her n,m tam sayilari icin yiiksek mertebeden
Jacobsthal sayilari
T+ Iidnia
asm+sn(1 + aZS) + bsm+sn(1 + bZS) _ (1 + (_2)5)(asmbsn + asnbsm)
(as — bs)z

esitligini saglar.

25



Ispat.
W+ I i
B (as)m _ (bS)TI‘L (as)n _ (bS)Tl
- as — bs as — bS
N ((as)m+1 _ (bS)m+1> ((as)n+1 _ (bS)n+1>

aS_bS aS_bS

asm+sn — gSMpsn — gSnpsm + bsm+sn
(as _ bs)z
asm+sn+25 _ asm+sbsn+s _ asn+sbsm+s + bsm+sn+25

(as _ bs)z

asm+sn(1 + aZS) + bsm+sn(1 + bZS) _ asmbsn(l + asbs) _ asnbsm(l + asbs)

(as _ bs)z
B asm+sn(1 + aZS) + bsm+sn(1 + bZS) _ (1 + (_2)5)(asmbsn + asnbsm)

(as _ bs)z

+

elde edilir.m
4.2. Yiiksek Mertebeden Jacobsthal Sayillarin Kuaterniyonlar:

Bu boéliimde, yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarin kuaterniyonlar: tanimlanmistir.
Tanimlanan kuaterniyonlar {izerinden, hem bu sayilarin kuaterniyon yapisina 6zgii 6zellikleri
hem de say1 dizisi olarak temel 6zellikleri detayli bir sekilde incelenmistir. Bu sayilarin
terimleri arasindaki iligkiler, iirete¢ ve flistel iiretec fonksiyonu hesaplanmistir ve diger
Ozdeslikler analiz edilerek kuaterniyon dizisinin matematiksel yapisi ortaya konmustur. Bu
inceleme, yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarin kuaterniyonlar {izerindeki davranislarini
anlamaya ve say1 dizilerinin kuaterniyon formundaki uygulamalarini arastirmaya olanak

saglamaktadir.

Tanim 4.2.1. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlar 0]7(15) ile gosterilir ve asagida

verilen esitlik ile tanimlanir (Ozkan vd., 2023).
Of =13 + Ik + Il + sk (4.3)

Burada, 1, j, k kuaterniyon birimlerdir ve ],(ls) yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilardir. Eger

s =1 alinirsa, Jacobsthal kuaterniyonlar1 elde edilir. (4.5) de verilen yiiksek mertebeden

Jacobsthal kuaterniyonlarin gercel kismi1 Re (O ],(ls)) ile gosterilir ve

Re(017) =Y
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dir. Vektorel kismi ise V€C(0 ],(15)) = v ile gosterilir ve
Vec(017) = v = Jihi + 105 + Ik
dir. Buradan

0/ = /9 4

n
olarak yazilabilir.

Tamm 4.2.2. 0 ],(15) nin eslenigi O ],(ls)* ile gosterilir ve

Oj(s)*_ QI OFNYIOR IO Ny ON (4.6)

n = JIn TIn+1l Tn+2) T In+s n v

formundadir (Ozkan vd., 2023).

Teorem 4.2.3. 0] nin normu N(0J) ile gosterilir ve

N(0s) = JOP) + (L) + () + ()

dir (Ozkan vd., 2023).

Ispat.

N (0 ]r(ls)) = ’0 7150 ],(ls)’k ile verilen norm tanimi ve (4.6) esitligi geregince,
2
<N(0]1SS))) = ( 7(15) +]r(ls+)1ﬁ + 1(1?2]] +]r(15+)3]k)( r(zS) - r(zs+)1]rj - 7(15:22]] _]r(zs+)3k)

2
= I+ BT + BV + 10Tk

n
OO OEIFONG) () 4(5) =
_]ns-l—l ns 1 +]ns+1 - n+1]n+2]k +]n+1]n+3]]

2
_](S) (S)=_|_](S) (s)1k+](s) —_ 7 ](S) :

n+2/n ]] n+2/n+ n+2 n+2 n+3]1

() 4(s) () 1) 54 () () 2 (&) 2

_]n+3 n k_]n+3 n+1J +]n+3 n+21 +]n+3
OO I O I O
—Jn +]n+1 +]n+2 +]n+3

elde edilir. Yani

N(0s) = JOP) + (L) + () + ()

dir. m

Onerme 4.2.4. Asagida verilen esitlik saglanir (Ozkan vd., 2023).

0] + 0J©" = 2J®,
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Ispat. (4.5) ve (4.6) esitliklerinden,

01 + 010" = (1 4 JS08 41800 + I8K) + (1 =i = 11308 = Ihak) = 27
elde edilir. m
Onerme 4.2.5. Asagida verilen esitlik saglanir (Ozkan vd., 2023).

2 *
(012) = -01P0) + 210052,

Ispat. (4.5) ve (4.6) esitliklerinden,
(012)" = (1% 4 28+ IS8 + M) (1 + S+ 1 + 1)
== () + () + (%) +0%%))
+ 2087 + IR+ 1006 + 1i0k)
=090l +200)

elde edilir.m

Kuaterniyon yapisinda yer alan i, j, k birimleri dikkate alinarak, her bir birime gore ayr1 ayri lig

farkli eslenik tanimlanabilmektedir. Buna bagl olarak agagidaki tanim yapilir.

Tanim 4.2.6. 0 ],(Is)nin i ye gore eslenigi O ],(ls) - ile gosterilir ve

* . . 4.7
0" = 0 S8+ S0+ 4
formundadir.
0] ],(15) nin j ye gore eslenigi O ],(ls) *'D ile gosterilir ve
*J . . 4.8
0" = 0+t S 49
formundadir.
s) - . U (s) *l . . J
0], nin k ye gore eslenigi O], ile gosterilir ve
*k . . 4.9
O™ = 0 4+ 108 S 9

formundadir.

*,1

Asagida verilen teorem ile bu verilen ii¢ eslenige gére norm-benzerleri hesaplanmistir. O ],(ls)
. R s . sk .
nin norm-benzeri N Il(0 ],(ls)), o) ],SS) nin norm-benzeri N B(O ],(LS)) ve O ],(ls) nin norm-benzeri

N IK(0 ],(ls)) ile gosterilsin. Buna gore agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.2.7. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlarinin norm-benzerleri asagidaki

gibi hesaplanmugstir.
. 2 2 2 2 2
i) (Nn (0]155)» = 1(15) +]r(15+)1 - 1(15+)2 - 155423 +2j (17(15)17(1?2 +]755422]1(1?3)
(8) 7(s) () 7(s)
+2k (]n ]n+3 +]n+1]n+2)'
. 2 2 2 2 2
i) (N (01)) = I I+ = ISk + 21 (88 —ISEh)
2k (190 + IS,

2 2 2 2 2
i) (W (01))" =1 " I I 2 (1, 1)

n+1 n+2/n+3

F2) (00 + I

ispat. i) N'(0J) = 10/90)9™ oldugundan

W(012) = JO0 + 28+ 15200+ T2k YO0 = 1248+ 1250+ 12k

Ve
. 2
(M (019)) = (19 + 191+ + Ik ) (15 = 151+ 1$00 +1SK)

2
=1+ TR = BV + 1Tk

n+3

2
+](5) (S)ﬁ‘l'](S) _® ](S)Zk_ (s) ]1(15) a

n+1/n n+1 n+1/n+ n+1 +3]]

(s) 2 NONION

n+2 n+2 n+3n

O @5 Z 1) 16 g

n+2dn ) T Ins2In+

2
+](5) (S)k_]125)3]r(15) ] (s) 7(8) = ](5)

n+3/n +3/n+1) T n+3/n+2l T nss

2 2 2 2
=10+ IR R+ 208 + 1)

n+2 n+2/n+3
42k (J918, + L)

elde edilir. Diger kisimlarin ispati i) ye benzer sekilde yapilir. m
Bu teoremin sonucu olarak asagidaki sonug verilir.

Sonuc¢ 4.2.8. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlari i¢in asagida verilen esitlikler

saglanir.

n+2 n+3

* 1
)0 +0nY T =2 (0 4+ k),
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ii) 0](5) + 0](5) 2( (s) +](S) ﬁ_l_](s) k)

n+1 n+3
i) 0/ + 09 =20 + L1 +I5) )
v o0 o7 =2 ()0 4, K),

*,1 *,Jk
Voo 00" =2 (1 415,

vy 0197 00" =2 (10 +1940).
Ispat. Sonug (4.7), (4.8) ve (4.9) esitlikleri kullanilarak gosterilir. m

Teorem 4.2.9. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlarinin Binet formiilii asagidaki

gibidir.
( ) (as)n’\ _ (bs)nB
Oy - (4.10)
Burada
a=(1+a’i+ a*j+ a*k),
b= (1+ b1+ b*j + b*k)
dir (Ozkan vd., 2023).

Ispat. (4.1) esitligi kullanilarak

018 = 1 + ki + 1,200 + sk
aS n S n
( ) [1+a i+ a®j+ a®k] — ( )

s LD+ b**j + b*°K]

S

B (as)na (bs)nb B (as)na _ (bs)nb
- _bs_as_bs_ as — bs

elde edilir. m

Teorem 4.2.10. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlari i¢in yineleme (rekiirans)

bagintis1 asagidaki sekilde verilmistir (Ozkan vd., 2023).

0J8), = j;0] - (=2)50J%,.

Ispat. (4.10) esitligi kullanilarak
(as)n+1’\ (bs)n+1b
n+1 — — ps
1
S bS

(aS(aS)na _ bS(bs)nB)
elde edilir. Burada pay kismina a®(b*)"b ifadesi eklenip c¢ikarilirsa,
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n+1

1 ~ ~ ~
0J©). = g (a*(@)"a — a*(b)"b + a*(b$)"b — b5 (b*)"b)

as((b%)"b — bS(b*)"h)

~ s\nh 1
s @ ((a) a— (b%) b)+a5—b5
— (a + bS)Oj(S) bSOJ(S) 1 (aS(bs)nb bS(bs)nb)

a®b’® A
— jsoj(s) pr— ((as)n—la _ (bs)n—lb)

= j0J - (=2)0J%,

elde edilir. m

Teorem 4.2.11. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlari, n ve s nin negatif tamsayilari

icin asagida verilen esitlikler saglanir (Ozkan vd., 2023).
(bS)na_(aS)nB

asS—bS

i) 0/5° =—(-2)°0J,

0=

)

i) 070 = —(=2)50/©.

Ispat. (4.10) esitligi kullamldiginda;
i)

~ a b ~
(@)™a—-b)™"b (a)" Bs)r _ B)a—(@a)"b 1

(s) _
0]—71 - as — bS - as — bS - (as)n(bs)n as — bS

ab = —2 oldugundan
(bs)n’\ _ (as)nz;

0J5) = (=2)="

aS — bS
elde edilir.
ii)
(=s) _ (a™%)™™a — (b‘s)‘"B B (a®)"a — (bs)”E B (a®)"a — (bs)”B
Ol_nS) - -5 _ p=s - bsS —as - (ab)s bs —as
ashs
ab = -2 ve 0] = % oldugundan
0]( S) _ ( 2)50](5)

elde edilir.
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iii)

o @ra—G=)b () ma— (b5 (@*)~"a — (b%)"b
0]11 ¥ = a-S —pb-s - bS — as - _(ab)s as — bs
asbs

(aS)na_(bS)nB

asS—bSs

ab = -2 ve 0] = oldugundan

01" = ~(=2)°0)%

elde edilir. m

Simdi, yliksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlarin iirete¢ fonksiyonunu ve toplam

formiiliinii bulmada yardimci olacak asagidaki teorem verilmistir.

Yardimei Teorem 4.2.12. @ = (1 + a®i + a®*j + a®k), b = (1 + b%i + b%*j + b3k)
olmak iizere asagida verilen esitlikler vardir (Ozkan vd., 2023).

i) a-b=(@ —b)(A+jd+ Uos + (=2))k),

ii) @b’ —ba* = (a*— b*)(—1+ (=2)% + (=2)%j;k),

iii) da®—bbS = (a® —b)(1+jst + (s + (=2)f + (js® + (=2 Y k).

a—b=1+a’i+a*j+a*k) — (1+b°i+ b*j+ b>k)
— (as _ bS)]l + (aZS _ bZS)j]' + (a3S _ b3s)k
= (a® = b*)(i + jsf + Uzs + (—2)9)k).

i)
abs — bas = (1 + a’t + a®j + a3k)bs — (1 + b5t + b25j + b3k)a®
= —(a’ — b%) + (ab% — b*a®)j + (a3bs — b3Sa%)k
= (a® = b%)(—1+ (—2)°j + (—2)°(a® + b*)k)
= (a® = b%)(—=1 + (—2)°j + (—2)%jsk).
iii)

aa® — bb® = (1 + a®i + a®j + a®k)a’ — (1 + b°i + b25§ + b3 k)b*
— (as _ bS) + (a25 _ sz)ﬁ + (a3s _ b3S)]'j + (a4s _ b4s)k
= (a° = b*)(1 + jsi + (s + (=2))F + (s® + (=2)°*j ) k)

elde edilir. m
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Teorem 4.2.13. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlar i¢in tirete¢ fonksiyonu

Z 0 (s) X = (ﬁ +Js)+ (st + (_z)s)k) - (1 + (_Z)Sﬁ + (—Z)Sjsk)x
S xS A —jox + (—2x)

dir (Ozkan vd., 2023).

Ispat. Gq(x,5) = Xp=0 0]y () xn olsun. Buradan

Grq(x,5) = z 0] xn

3

( © ]r(z?ﬂ] +]r(1532ﬁ +]r(l?3k)
—0

S

(an)s (bn)s (an+1)s (bn+1)s (an+2)s _ (bn+2)s
= E [ + i+ j
— bs as — bs

o

S

an+3 S __ bn+35
+( ) —l()s ) ]klx”

)Sx™(1 + a’t + a®j + a®>k)

Z(bn)anm + bSi+ bS] + b

n=0

1 1 - .
n=0 n=0
B a 1 b ( 1 )
B <a5 - bs) (1 — asx) as—bs/\1—-bSx

4 — abSx — b + ba’x
(as=b5)(1 —asx)(1 — bsx)
B a—b— (abs — ba%)x
~ (@® = b5)(1 — (as + b5)x + (—2)5x2)
Yardimci Teorem 4.2.12. den,

(a® = b*)(A+jsd +jos + (=2))k — ((@° = b) (=1 + (=2)%] + (=2)%jsk) )x
(a5 = b%)(1 — (a® + bS)x + (—2)5x2)

S_bS

Grq(x,8) =

dir. Buradan

(0 +Jjsj + Gos + (=2)9)k) — (1 + (=2)°] + (=2)%jslOx
(1= jsx + (=2)%x?)

Grq(x,8) =

elde edilir. m
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Sonug 4.2.14. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlariin terimleri toplami

Z 0](5) _ (]1 +Js) + (iZs + (_Z)S)k) - (1 + (_Z)Sﬁ + (_Z)Sjs]k)
" (1 —Jjs + (=2)%)

dir (Ozkan vd., 2023).
Ispat. Teorem 4.2.13. de x yerine 1 alindiginda ispat yapilmis olur.

Teorem 4.2.15. Her n,m € Z igin yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlari ig¢in

genellestirilmis lireteg fonksiyonu

© (S) —(=2)%0 ](S)
0] x™ =
Z Jnem* 1 + jox + (—2)5x2

dir (Ozkan vd., 2023).

Ispat. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlarin Binet formiilii kullanildiginda

aS n+m’\ bS n+mb had aS n+ma had bS n+mB
z 0] » Z (a®) ( ) . (as) o Z (aS) o

n+m — bS _ bS
n=0 n=0
aas™m ~ bhs™m ~
T @ —bs Z Xt = as — bs Z bx”
n=0 n=0
B ( aasm )( 1 ) bbsm 1
" \a’s=bs/\1 - asx a’ — b’ <1 — bsx)
B < 1 ) aas™ — @as™bSx — bbS™ + bbS™aSx
“\as—bs 1—bSx —asx + (ab)Sx?
B < 1 ) a(as)m _ B(bs)m asbs(a(as)m—l _ B(bs)m—l)x
“\as — b5/ |1 — jx + (—2)5x2 1—jox+ (=2)5x?
_ 0], (—=2)50)m-1 % | 0J = (—2)°0J$ %
Sl —jex 4+ (—2)5x2 1—jux+ (—Z)sz 1 + jox + (—2)5x2

elde edilir. m

Teorem 4.2.16. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlarinin tstel iirete¢ fonksiyonu

0 (s)ﬁ _ aeasx _ Bebsx
]Tl - as — bS

dir (Ozkan vd., 2023).
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ispat. 0/ nin iistel iireteg fonksiyonu

_ X"
Hjq(x,s) = 0] —
n=0

" onl

olsun. Buradan O ],(ls) nin Binet formiilii kullanilirsa,

[ee]

(as)n’\ _ (bs)nE T
H]q(x's):Z( as —bs nl
n=0
a o @@an b~ (bx)"
_as—bsz n! _as—bsz n!
n=0 n=0
Ge®’x be?’*  Ge®* — pheb’x
:as—bs_as—bsz as — bs

bulunur. =

Simdi, say1 dizileri i¢in Onemli Ozdeslikler yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilarin

kuaterniyonlar1 i¢in hesaplanacaktir.

Yardimer Teorem 4.2.17.d = (1 + a1 + a®§ + a>*k), b = (1 + b%i + b%*j + b3°k) olmak
uzere
ab =6 — Ve (4.11)
ve
ba =6+ Ve (4.12)
saglanir. Burada
6 =(1—(=2)°" = (=2)% = (=2)* + jsl + josJ + Jask),
e = (=22 71-(=2)"575 + (=2)¥{ k ve V= (a* - b*)
dir (Ozkan vd., 2023).

Ispat. (4.11) esitliginin ispat1
ab = (1 + a®t + a®j + a®k)(1 + bsi + b%j + b35k)

=1+ b5 + b%5j + b3k + a’i — a®bh® + a’b*k — a’b35j + a®*5j — a®* b5k
_ a25b25 + a25b35ﬁ + a3S]k + a3sbs]rj _ a3sb25ﬁ _ a3Sb3S

=1+ b5 + b%5j + b3k + a’i — (—2)% + a’b?’k — a’b3j + a®*j — a®** b’k
_ (_2)25 + a25b35ﬁ + a3sk + a3sbs]‘j _ a3SbZSﬁ _ (_2)35

— (1 _ (_2)5 _ (_2)25 _ (_2)35) + (as + bs + a25b35 _ a3sb25)ﬁ
+ (aZS + bZS + aSSbs _ asb3s)ﬁ + (a3s + b3s + aSbZS _ aZsbs)k
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= (1= (=2)° = (=2)% = (=2 + jsl + josf + Jask)
= (=2)%(a® = b9)i+(-2)*(@® — b¥)j — (-2)°(a® — b*)k
= (1= (=2)° = (=2)%° = (=2 + jsl + josf + Jask)
= (=227 1+ (-2)*7)) - (-2)*7) Pk
= (1= (=2)° = (=2)% = (=2 + jsl + jasf + Jask)
— V(=2 01-(-2°1) + (-2)°) k) = 6 — Ve

seklindedir. Benzer sekilde (4.12) nin ispat1 yapilir. m

Teorem 4.2.18. (Vajda Ozdesligi) Her n,m,r € Z igin
OO = 01D O ar = 2D |81 + e

dir (Ozkan vd., 2023).

Ispat. Kuaterniyon carpimi degismeli olmadigindan

0](5) 0](5) + 0](5) 0](5)

n+m n+r n+r n+m
dir. Burada O ],(li)mO ],(l?r denklemi tercih edilmistir. Ispat1 igin (4.10) esitligi kullanilir.
0](5) 0](5) 0](5)0](5)

n+r n+m+r

(aS)Tl+TTL" (bS)Tl-I—mb (aS)TL-I-T"‘ (bS)Tl-l—Tb
bS — bS

B (as)na _ (bS)nE (as)n+m+r’\ (bS)TL+m+Tb
— bs — bs

1 ~ ~ ~
— <(as_—bs)2) (_(as)n+ma(bs)n+rb _ (bs)n+mb(a5)n+ra + (as)na(bs)n+m+rb
+ (bs)ng(as)n+m+ra)

1 ~ ~
= ﬁ(_ab(as)n(bs)n+r((as)m — (b5H™) + ba(bs)n(as)n+r((as)m _ (bs)m))

1 ~ ~
=7z (@) (0*)"((=ab(b*)" + ba(a*)")) (@)™ — (b)™))

( 2)sn
Rz

(=ab(b*)" + ba(a*)")((@)™ — (b*I™)

= CT (- ve )by + 5+ V)@Y U

_cr

JE(8((@) = (b)) + Ve((@)" + (b5)))

— ( 2)511](5)(6 (s) + gjsr)
elde edilir. m
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Sonug 4.2.19. (Catalan Ozdesligi) Her n,r € Z igin

](S) 0]7(15-21“ _ ( (5)) — ( z)sn](s) [6](5) + gjsr]
dir. (Ozkan vd., 2023).

Ispat. Teorem 4.2.18. Vajda 6zdesliginde m = —r alinirsa,

012,019, ~ (08) = ™81 + e,
elde edilir. m

Sonug 4.2.20. (Cassini Ozdesligi) Her n > 1 igin

012,015, ~ (1) = ~(=2°D[5 + ]
dir (Ozkan vd., 2023).

Ispat. Teorem 4.2.18. Vajda 6zdesliginde m = —1 ve r = 1 alinursa,

07,018, — (0) = 2819 + £ = (-2 — (~2)~*[5 + ]
= —(=2)*"D[5 + ]

elde edilir. m

Sonug 4.2.21. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n, k € Z igin
0100)53 = 01013, = (=22, [8 + e
dir (Ozkan vd., 2023)

Ispat. Teorem 4.2.18. Vajda 6zdesliginde m + n = k ve r = 1 almirsa,
01013 = 01013, = (=252, 6 + €]

n+1

elde edilir. m
4.3. Yiiksek Mertebeden Jacobsthal-Lucas Sayilar:

Bu boliimde, yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari tanimlanmigtir. S6z konusu sayilar,
klasik Jacobsthal-Lucas say1 dizisinin bir genellemesi olarak ele alinmaktadir. Tanimlanan bu
say1 dizisinin temel 6zellikleri ayrintili olarak incelenmis; dizinin sagladig1 yineleme (rekiirans)
bagintisi ile birlikte iirete¢ ve iistel lirete¢ fonksiyonlari elde edilmistir. Ayrica, bu say1 dizisine
ait baz1 temel 6zdeslikler verilmis ve sayilarin yapisal 6zellikleri analiz edilmistir. Yapilan bu
incelemeler, yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarinin matematiksel yapisinin daha iyi

anlasilmasini saglamanin yani sira, ilerleyen boliimlerde ele alinacak olan kuaterniyonlar gibi

37



daha karmasik cebirsel yapilarin olusturulmasi icin gerekli altyapiyr sunmaktadir. Bu
baglamda, elde edilen sonuclar hem say1 dizileri teorisine katki saglamakta hem de uygulamali

matematik ve hesaplama yontemleri agisindan bir temel olugturmaktadir.

Tamm 4.3.1. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari

. (s) _ jns
] =—-
" Js

esitligi ile tanimlanir (Uysal vd., 2022).

Tanim 4.3.2. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarin Binet tipli formiilii
5 A+ b
n a’ + bs

esitligi ile verilir (Uysal vd., 2022).

Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarin s ve n ye bagli bazi terimlerini verilsin.

i) s = 1 i¢in klasik Jacobsthal-Lucas sayilar elde edilir.
" a+b

= Jn-

ii) s = 2 i¢in jn(z) yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari

.(2) _ j2n
] = -0
s
dir. Buradan
Durum 1: n = 1 i¢in,
(@ _J2 _
] = —= 1.
! J2
Durum 2: n = 2 i¢in,
@ _Ja _17
2 Jj2 5
Durum 3: n = 3 i¢in,
.§2) :]._6 — 15
J2
Durum 4: n = 4 igin,
(@ _Js _ 257
o2 5
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iii) s = 3 i¢in, j,53) yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari

(3) _Jan
" s
dir. Buradan
Durum 1: n = 1 i¢in,
3 _J3
J === 1.
! J3
Durum 2: n = 2 i¢in,
3 _Jo _65
TR
Durum 3: n = 3 i¢in,
=73
J3

Durum 4: n = 4 igin,
@ _ Jiz _ 4097
Y s 7
iv) s = 4 i¢in, j,(l4) yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari
(@) _ Jan
7

dir. Buradan

Durum 1: n = 1 i¢in,

(4) _Ja
] = —= 1.
! Ja
Durum 2: n = 2 i¢in,
) _Js _ 257
2 jao 177
Durum 3: n = 3 i¢in,
(@ _Jo _ 511
3 Joo 177

Teorem 4.3.3. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilar1 i¢in yineleme (rekiirans) benzeri

bagmtist her n > 1 i¢in

J&), = jiS = (=2)5i,

dir (Uysal vd., 2022).
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Ispat. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet formiiliinden

o . ans + pns a(n—l)s _l_b(n—l)s
o = D% = @ 0 (e ) - G s

ab = —2 oldugundan,

ns ns

a(n—l)s + b(n—l)s

. . . a
o = (=22 = (@ + b) (o ) = (@b ———
as+b a*+>b
_ aTLS+S + aSbTLS + bSaTleTlS+S _ anSbS — bnSaS
- as + bs
aTLS+S + bnS+S
- as + bs
¢ 1 1
B qm+ )s + b(n+ )s )
- as + bs = Jni

elde edilir. m

Teorem 4.3.4. Jacobsthal-Lucas sayilar1 asagida verilen genellestirilmis yineleme (rekiirans)
benzeri bagintiy1 saglar. t = 0,1, ...,s — 1 i¢in
js(n+1)+1' = jsjsn+‘r - (_Z)Sjs(n—1)+‘t

drr.

Ispat.

js(n+1)+r — aSTL+S+T + bSTL+S+‘L’ — aSTl+TaS + bSTL+‘L’bS + bSTL-l‘TaS —_ bSTl+‘L’aS

= a5(aS*T + hIHT)  hSNHTRS — psnTgs
= a° jsnar + D5DS — DA% = fipioa® + b — bT] + bTTHS — b Tat
= Jjonsr)s — D¥Jsner + DD — bS8
= jonarjs — PS[aS™FT + bSET] 4 pSNHTHS — pSnHTgS
= jonsafs — DSQSHTT — pSIASHT | pSnts+T _ pontrys
= Jsn+oJs — b*a*™T — b’
= Jsnaos — (@b)S[aHT75 4 pIHTS]

ab = —2 oldugundan

Jsma1)+r = Jsnacds — (=2)°[a*FT75 4 bS]

elde edilir. m

40



Onerme 4.3.5. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilar1, n ve s nin negatif degerleri icin
asagidaki esitlikleri saglar.

oS =Y,

i) Y = (—2)5am0,

i) 57 = (=2)%.

drr.

Ispat. Tanim 4.3.2. kullanildiginda;

i)
1 1
.(s) _ (as)_n + (bs)—n B W + W _ <aSTL + bsn)( 1 )
]—n - as + bS - aS + bS - (ab)sn as + bs
aSn + bsn
= (Frpe) @™
ab = —2 Ve](s) = n:Z:s oldugundan
(S) —( 2) sn; (5)
elde edilir.
ii)
1 1
(e _ @M+ [gm s <asn + bs“)( ! )
]TL - as + bS - as + bS - (ab)sn as + bs
aSn + bs‘n_
= (") @™
ab = -2 Vej(s) = njiz:s oldugundan
i = (=)
elde edilir.
iii)
(=s) _ @)™+ Bh=)™ _ a’" + b5" _ a’™ + bs" b)s
-n - a S+ b-s _i_'_l_as-i'bs (a)
as  bs
ab = -2 Vej(s) = njiz:s oldugundan
&) = (=25

elde edilir. m
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Teorem 4.3.6. Yiiksek mertebeden Jacobsthal sayilari ve yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas

sayilar arasinda agagidaki iliskiler vardir. (Uysal vd., 2022).
i) (s) (5) (25)'

n]n

ii) ](S) (5) — ]1(15-1)-1

Js
_ 2272,

Ispat. Binet formiilii kullanilarak asagidaki esitlikler saglanir.
(S)] o _ < ams — bns) <ans + bns) _ q2ns — p2ns _ (an)ZS _ (bn)ZS _ 25)
n Jn as — bs as + bs a2s — p2s a2s — p2s n -

ns ns ns ns
n Tn _<a5—b5 )+< @ + b

_ ((ans _ bns)(as + bs) + (ans + bns)(as _ bs))

(as — b%)(a® + b%)

( 2qnS+s — ppns+s > (2(as(n+1) _ bs(n+1))>

(a® — bs)(a® + b%) (a® = b%)(a’ + b%)
(as(n+1) _ bs(n+1))< 1 )

(as — b9) (as + bs)/)
Jjo=a+b"ve ] = a:;:bsn oldugundan,
(
(s) ](s) ]n?l
Js
elde edilir.
i)
(s) _ bnS ans + bnS
2= = (=)~ (o)

— bs)(as + bs)

TleS ans z(aSbS(ans—s — bnS—S))
) ( (as — b%)(a® + bS) )

7= (G
( b"s)(a +b%) — (@™ + b")(a® — bS))
(

—b5)(a® + b%)

a _bsn

(s) .(s) _ 2(_2)5]1(15—)1
n —In T .
Js

ju=at+b",ab=—-2ve]® = — oldugundan,

elde edilir. m
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Teorem 4.3.7. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu
(8) _

Z](S) ]0
T1- —Jjox + (— Z)sz

drr.

Ispat.

Gi(x,s) —Z](S)

olsun.
G _](S) _I_](S)x +](S)x2 + ”'+j‘r(1_5)xn + coe (4'13)

dir. Buradan (4.13) esitliginin her iki tarafi —j,x ve (—2)%x? ile ¢arpilirsa

_jsij = _jsxj(g _]szjl( ¥ ]sx3]2( - — JsX n+1]r(1) (4.14)
Ve
(=2)°x%G; = (=2)*x% + (=2)°x%jY + (=2)° x4 + - 4 j x4 (419

elde edilir. Buradan (4.13), (4.14) ve (4.15) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa yiiksek mertebeden
Jacobsthal-Lucas sayilarin yineleme (rekiirans) bagintisina gore

Gy — jsxGy + (=2)*x2G; = jg* + j{Ox — xj§)s
olmak {izere

Gi(1 = jox + (=2)5x2) = j& + jOx — %)

elde edilir. Burada ](S) =1ve ](S) Js = 2 oldugu igin, sonug olarak

& —

1—jox+ (— Z)Sx2

Gi(x,s) =

bulunur. m
Teorem 4.3.8. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari i¢in iistel tirete¢ fonksiyonu
z (X" _ e®x 4 b’
In n!  as+bs
dir.
Ispat. Ustel iirete¢ fonksiyonu tanimi geregince

Hy(x, 5)—Zj(s)x—

dir. Buradan j,(ls) nin Binet formiiliine gore,
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esitligi vardir.

1
S+bs

Hy(x,s) =

z a™xm i 1
as + bs

= n=0

o (@0)" .\ o (b50)"
n! n!
n=0 n=0
=0 % oldugundan
easx + ebsx
Hj(x’ S) = as + bs

elde edilir. m

Teorem 4.3.9. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarinin iirete¢ ve {istel {lireteg
fonksiyonlariminin x gore tiirevleri

2-2x+(1-j§7) ((~2)°x2-1)

(1—} x+(—2)5x2)2

i) G'(x,s)=

e xas+eb xps

ii) H'(x,s)=

as+bs
dir.
Ispat.
i)
Gi(x,s) = ]éS)

1—jox+ (— Z)Sx2

dir. Buradan x gore tiirev alinirsa

2 =1) (@ = jox + (=2°x%) = (i = x) (=s + 2(=2)°x)
(1 = jsx + (=2)%x?)?

C2-2x+ (1-5)(=25x2 = 1)
B (1 —jox + (—2)°x2)?

G'(x,s) = (]

elde edilir.
i)
easx + ebsx
Hj(x’ S) = as + bs

dir. Buradan x gore tiirev alinirsa
easxas + ebsxbs

Hj'(x, s) pE

elde edilir. m
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Bir sonraki teoremde say1 dizileri i¢in dnemli olan bazi 6zdeslikler hesaplanacaktir. Burada
verilen 6zdesliklerin tiimiiniin ispatinda yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilarin Binet

formiili kullanilacaktir.

Teorem 4.3.10. (Cassini Ozdesligi) Her n > 1 icin yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas

sayilari

2

() ) [\ _ s-ny (& —P°
In1Jns1 — ( n ) - (_2) as + bs

esitligini saglar.

Ispat.
:(s) +(s) (-(S))2 — ((as)n_l'i'(bs)n_l) ((as)n+1+(bs)n+1) . ((as)n+(bs)n) ((aS)n+(b5)n)

]n—1]n+1 - ]n as+bs as+bs asS+bs asS+bs

aSTL—SbSTL-I‘S + bSTl—SaSn+S _ zasnbsn

(@ + b%)2
e (24 (5) + (Z))  (aby™ —(as(&,fss)z
- (@ + b%)2 T T (@ + b2

ab = —2 oldugundan

as — bs)2

2
]r(ls_)1]r(l?1 - (17(15)) = (_Z)S(n_l) <as + bS

elde edilir. m

Teorem 4.3.11. (Catalan Ozdesligi) Her n > t igin yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas

sayilari

©) () _ (/) @’ —b*\*
(S) (S (S —
20 = (1) = (250 (m)
esitligini saglar.
Ispat.

() () _ ()

]ns—t]ni—t - ( ns )

_ ((as)n—t + (bS)n—t> ((as)nH: + (bS)n+t>

as + bs as + bs

as + bs as + bs

B ((as)n + (bS)n> ((as)n + (bS)n)

qSn—stpsn+st + psn—stgsn+st _ 9 asnpsn

(a° + b°)?
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s (—2 + (%)St + (3) ) (@)™ —(as(ta;,)bsit)z
@ + b)2 ST @b

ab = —2 oldugundan
(5) 1(5) (05 - b\’
S S S
IS = () = (2200 (T)
elde edilir. m

Dikkat edilirse Catalan 6zdesliginde t = 1 alindiginda Cassini 6zdesligi elde edilir.

Teorem 4.3.12. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n, k tam sayilar1 igin yiiksek mertebeden Jacobsthal

sayilari

i =i = 2@ = b)Y,

esitligini saglar.

Ispat.

J 155)11(1?1 ]r(LS)] 15?1

_ ((as)k + (bS)k> ((as)n+1 + (bS)Tl+1>

as + bs as + bs

(as)n + (bS)TL (as)k+1 + (bS)k+1
_< as + bs )( as + bs )

askbsn+s + bskasn+s _ asnbsk+s _ bsnask+s

(as + bs)?
B askbsn(bs _ as) + asnbsk(as _ bs)
- (as + bs)?
(as _ bs)(asnbsk skbsn) (askbsn _ asnbsk)
N (a® + b%)? (a® + b%)?

B (as _ bs)zasnbsn(ask—sn _ bsk—sn)
B (as + b%)?(as — bs)

s\k-n __ bS k—n
(Eliibw(gzszm (=2 (@ = b2,

— (_z)sn(as _ bs)z

elde edilir. m
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Teorem 4.3.13. (Vajda Ozdesligi) Her n, m, k tam sayilar icin yiiksek mertebeden Jacobsthal-
Lucas sayilari
Jntime = Jn ) = (=2)(@* = b T

esitligini saglar.

Ispat.

J I =359

_ ((as)n+k + (bS)TL+k> ((as)m—k + (bS)m—k> _ ((as)n + (bS)n> ((as)m + (bS)m>

as + bs as + bs as + bs as + bs

asn+skbsm—sk + bsn+skasm—sk — qStpSm — pSngsm

(as + bs)?

asnbsm(askb—sk _ 1) + asmbsn(bska—sk _ 1)
N (a® + b)?
B asnbsm—sk(ask _ bSk) + asm—skbsn(bsk _ ask)
- (as + bs)?

(ask _ bsk)(asnbsm—sk _ asm—skbsn)
N (a® + b)?

(ask _ bsk)asnbsn(bsm—sk—sn _ asm—sk—sn)
- (as + bs)?

= (=2)*(a* - b%)%j YL,
elde edilir. m

Teorem 4.3.14. (Honsberger Ozdesligi) Her n,m tam sayilari igin yiiksek mertebeden

Jacobsthal sayilari
:(s) :(s) _l_j(S) :(s)

]m ]n m+1]n+1
asm+sn(1 + aZS) + bsm+sn(1 + bZS) + (1 + (_2)5)(asmbsn + asnbsm)
(as + b%)?

esitligini saglar.

Ispat.

i + i8S,

_ <(as)m + (bs)m) <(a5)n + (bS)n) .\ <(a5)m+1 + (bS)m+1> ((aS)n+1 + (bS)TL+1>

as + bs as + bs as + bs as + bs
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asm+sn + asSmpsn + astpsm + bsm+sn
(as + b%)?
asm+sn+25 + asm+sbsn+s + asn+sbsm+s + bsm+sn+25
(as + b%)?
asm+sn(1 + aZS) + bsm+sn(1 + bZS) + asmbsn(l + asbs) + asnbsm(l + asbs)
(as + b%)?
asm+sn(1 + aZS) + bsm+sn(1 + bZS) + (1 + (_z)s)(asmbsn + asnbsm)
(as + bs)?

+

elde edilir. m
4.4. Yiiksek Mertebeden Jacobsthal-Lucas Sayillarinin Kuaterniyonlari

Bu bolimde Jacobsthal-Lucas sayilarmin bir genellestirilmesi olan yiiksek mertebeden
Jacobsthal-Lucas sayilarmin kuaterniyonlar1 tanimlanmistir. Oncelikle bu sayilar kuaterniyon
cebirinin temel tanim ve Ozellikleri agisindan incelenmistir. Daha sonra, kuaterniyon dizisi
olarak ele aliip say1 dizisi 6zellikleri olan yineleme (rekiirans) bagintisi, binet formiild, tireteg
fonksiyonlari, tirete¢ fonksiyonlarinin tiirevleri, toplam formiilii ve baz1 énemli 6zdeslikleri

hesaplanmustir.

Tanim 4.4.1. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 O j,(ls) ile gosterilir ve
0" = Jn” + jnal + il + n sk (4.16)
sekilde tanimlanir (Uysal vd, 2022).

Burada, i, j, k kuaterniyon birimlerdir ve j,(ls) yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilardir.

Eger s = 1 alinirsa, Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari elde edilir.

Tamm 4.4.2. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin gergel kism1 Re (O j,(ls))
ile gosterilir ve
Re(0)7) = i

dir (Uysal vd, 2022).

Vektorel kismi ise Vec(O j,(f)) ile gosterilsin ve
Vec(0js”) = v = jihi + jihd +jiZak

dir. Buradan
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0](5) —],(ls) +v

olarak yazilabilir.

Tanim 4.4.3. 0 j,SS) nin eslenigi O j,(ls)* ile gosterilir ve

0" = 9 = jihh = i = ik = i - 17

formundadir (Uysal vd, 2022).

Teorem 4.4.4. 0j° nin normu N(0j%) ile gosterilir ve

N(0i) = J69) + (L) + () + (%)

dir (Uysal vd., 2022).

Ispat. Norm tanimi ve (4.17) geregince

N(0j9) = /0](5)0](5)

(. ) () () (s) () (s) () ()
\/ U2 4551 = 3800 = 5EM) (5 = i = 585 — i) k)

JOOY +(9) + (%) + ()

elde edilir m
Onerme 4.4.5. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 icin asagida verilen
esitlik saglanir (Uysal vd., 2022).

Ispat. Onermenin ispat, (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilarak gosterilir. Buradan

037+ 0j7" = (2 + jhd + 580 + 1k) + (57 = 58 = 0 = jPak) = 27
dir.m

Onerme 4.4.6. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 icin asagida verilen
esitlik saglanir (Uysal vd., 2022)
(0](5)) _0](5)0](5) +2](5)0](5)'

Ispat. Verilen 6nermenin ispati i¢in esitligin sol tarafi (4.16) kullanilarak yazilirsa

(01" = (i + 50+ 28 + ) (2 + 10+ /80 + i)
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2 2 2 2
== <(1(15)) + (]‘r(li)l) + (]T(:I-)Z) + (]15?3) )
+ 250 + S+ 500 + k)
bulunur. Buradan Teorem 4.4.4 geregince,
2 *
(0i) =-0j0j" + 2jY

elde edilir. m

Kuaterniyonlarda ii¢ farkli birim 1, j, k bulundugundan, bu birimlerin her birine karsilik gelecek

sekilde ti¢ farkli eslenik tanimlanabilir. Buna goére asagidaki tanim verilmektedir.

Tanim 4.4.7. 0 j,gs)nin i ye gore eslenigi O j,(ls) - ile gosterilir ve

0j0" = O = JS -+ 10 + (+19)
formundadir. O j,(ls) nin j ye gore eslenigi O j,(ls) k ile gosterilir ve

0j0" = 15 + S = i + *.19)
formundadir. O j,(ls) nin Kk ye gore eslenigi O j,ss)*’]k ile gosterilir ve

0j" = 8 + i+ 1 — Sk (420

formundadir.

Asagida verilen teorem ile bu verilen ii¢ eslenige gore O j,(ls) nin norm-benzerleri hesaplanmistir.
*, 1 . *,j . %k
0 ',(ls) " nin norm-benzeri N “(0 j,SS)), 0 j,(ls) ’ nin norm-benzeri N’ (0 j,gs)) ve 0 j,(f) nin norm-

benzeri N k(O j,(ls)) ile gosterilsin. Buna gore;

Teorem 4.4.8. 0 j,(ls) nin Ui¢ farkl1 norm-benzeri asagidaki gibi heseplanmistir.
: (i) = (% L 0% 292 () L 6 ()
i) (N (OJn )) =Jn tint1 —Jntz —Jntz T 2J (]n ]n+2+]n+2]n+3)
.(s) . (s) .(s) .(s)
+28 (758 + 7 2%),

i . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 o . . . .
i) (N“ (OJ,SS))) =i =i+, =iy + 28 (GO = ik

vk (JO + 1)
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2 2 2 2 2
i) (N(087)) =507 =i ik ik + 2 (0 —IEh)

+2ﬁ(j(5)-(5) + :(s) +(s) )

n ]n+2 ]n+1]n+3

Ispat. i) Norm tamimindan,

fi = - 3 *'ﬁ
W(0i7) = Joiost?

) i 1 O 5 i 1)) ) 5 ) xS
—\/(n SRR+ S5+ Sk ) = A+ 5 + S

dir. Buradan,
2
(W1(02)) = (52 + Sn + 58 + 55w (5 = St + 5o + 1S )

2
=i+ 959 1 — i85+ 98k

2
Hingun T+ intn — indunse = I el

2
Hintein 3 = Jniaini = inde +indafnial

2
+](S) (S)k_]‘r(f)SJ‘r(LS) H (s) ](5) = (s)

n+3/n +3/n+1) T In+3Sn+2l T n+s

2 2 2 2
= i il i A 2080 + i)

+28 (i + 72%s)

elde edilir. ii) ve iii) benzer sekilde gosterilir. m
Bu teoremin sonucu olarak asagidaki verilir.

Sonuc¢ 4.4.9. Yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlari i¢in asagida verilen esitlikler

saglanir.

*’ﬁ . a
) 00 +0j0 =2(j + 5L +I5K),

n+2

ii) 0j¥) +0j© " =2 ( RSN B )

n n+1

* K
i) 07+ 00 =2(6 + 4+ ),

n

. (s)*t .(s)™f ) .
vii) 0j)" +0j©7 = 2( ) 4 ;) )

n n+3
vil) 09"+ o) =2 (10 +j040),
i 09710907 =2 (O + 1),
Ispat. Sonucun ispati (4.18), (4.19) ve (4.20) esitlikleri kullanilarak gosterilir. m
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Teorem 4.4.10. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilii

asagidaki gibidir (Uysal vd., 2022).

(& _ @)ra+ (d5"b (4.21)
O™ = as + bs
Burada,
a=(1+a’i+a®j+a*k)veb = (1+b%i+b*j+ b>k)
dir.

Ispat. (4.16) esitliginde j,; ) sayilarinin Binet formiilii kullanilacaktir. Buradan

087 =& + j i+ 85+ ik

n+2
as n bS n
— a(s +)b5 [1+ a®i+ a®j + a* k] + a(s -I-)bs [1+b%1+b*f + b>k]
L @ra . b (a)ra+ (b%)"b
“a*+bS as+bS a’+b°

elde edilir. m

Teorem 4.4.11. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari i¢in yineleme (rekiirans)
bagntisi

0j5% = js0iyY = (=2)°0j¢,
sekilindedir (Uysal vd., 2022).

Ispat. Esitligin sag tarafi, Jacobsthal-Lucas sayilar1 ve yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas
kuaterniyonlarinin Binet formiilleri kullanilarak yazilirsa

© o _ " + b*b a"5a + b=5h
JjsOjn’ — (=2)50j,”; = (a® + b®) (W - (—2)° PR

elde edilir. ab = —2 oldugundan

(s) ( ) _ ~ ~ [a*"a + b*"b as"Sa + bs"—sh
JsOJn ° - (= 2)50] ° (asa + bsb) (W — (ab)? s

aSTL+Sa + aSbS‘n_b + bSaSTLa + bSn+Sb _ asnbsa — aSbSnb

as + bs

+54 +
_ aSTL Sa + bsn Sb _ 0 (s)
as + bs Jnt1

elde edilir. m
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Teorem 4.4.12. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari, n ve s nin negatif
degerleri i¢in asagida verilen esitlikleri saglar (Uysal vd., 2022).
i) 0](5) _ ( 2) sn (BHa+(a5)"b

as+bs !
i) 0/5Y = (-2)°0/8),
lll) 0]( s) _( z)sn 50](5)

Ispat. (4.21) ifadesinden yararlanilacaktir. Bunun igin,

i)
S)"a s)~np a E s\ns 7~
0.(5) :(a) a+(b ) b:W+W:(b ) a+(a5)"b
]—Tl a5+bs aS_l_bS (ab)sn(as+bs)

ab = —2 oldugundan
(b%)"a + (a*)"b

0 (S) 2 sn
=" as + bs
elde edilir.
i)
_ aS)™a+ (b~ )b a"a+b"b a"a + b"b
OjES):( ) a (b™*)™b _ _ (ab)*
n a=S + bs 1 1 as + bs
s
ab = —2 ve 0j) = % oldugundan
0 5) — ( 2)50](5)
elde edilir.
iii)
o ab™ + ba*" )
0 ,(—s) _ (a—S)Tla + (b—S)nb ST + _ (ab)sn _ absn + baSn
In B a=sS + bs l 4 l (ab)s - as + bs
as ' b* as + bs
i) den,

0]n s) _( 2)511 50](5)

elde edilir. m

Simdi, yliksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlarin iirete¢ fonksiyonunu ve toplam

formiiliinii bulmada yardimci olacak asagidaki teorem verilecektir.

53



Yardimeir Teorem 4.4.13.d = (1 + a°i + a®j + a>k), b = (1 + b%i + b%*j + b3°k) olmak
iizere @ ve b katsayilar1 asagidaki esitlikleri saglarlar (Uysal vd., 2022).

i) a+b=2+ jil+jof + sk,

ii)  abs +ba’ = js+ (—2)5Qi+ jsf + jos K.

ispat. iyda + b = (1 + a’i + a®j + a>k) + (1 + b51 + b?5j + b3°k)
=2+ (a® + b%)i + (a® + b¥)j + (a® + b>)k
=2+ jsli + jo5f + jask
ii) ab* + ba® = (1 + a®i + a®j + a®>k)b* + (1 + b%i + b%*j + b3°k)a®
= a® + bS + 2a°b5i + (a®b° + a*b?%)j + (a®>b° + a*b3%)k
=Js +2(=2)°1 + (=2)°Jsf + (=2)°/25k
=Js + (=2)° 2L+ jsj + j2sk)
elde edilir. m

Teorem 4.4.14. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari i¢in iirete¢ fonksiyonu

z ), _ 2+ s+ asd +Jask — (s + (=2)° Qi + s + j2sK) )x
Lo Js(1 = jsx + (=2)°x?)

dir (Uysal vd., 2022).

Ispat.

Giq(x,5) = Z 0j&)x

olsun. Buradan

Giq(x,5) = Z 0j&)x

_ Z l(an)s + (bn)s N (an+1)s + (bn+1)sﬁ N (an+2)s + (bn+2)sﬁ

as + bs as + bs as + bs

n=0

(an+3)s + (bn+3)s
+ PN k| x™

Z(a”) (1 + a®i + a?5j + a®>K)x™

aS + bs
+ 1 i(b”)s(l + bS5 + b25j + b3Sk) x™
S S
as+b o
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1 « 1 - .
—_ n\s,.ns nys.,.n
B 2@ s ) (0

n=0 n=0
= a i(asx)"+ b i(bsx)"
as + bs as + bs
n=0 n=0
- () (=) * () (25)
" \as +bs/\1 —asx as+ bs/\1—-bSx

B a+b— (ab° + bha®)x
~ (@ +b%)(1— (as + b)x + (—2)x2)

Yardimci Teorem 4.4.13. geregince,

2+ jsﬁ +j25ﬁ -l'j3s]k - (]s + (_Z)S(Zﬁ + ]sﬁ +j25k))x
js(l _jsx + (_z)st)

Gig(x,8) =

elde edilir.m

Sonug 4.4.15. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin terimleri toplami

i 0 — 275 + Us + G2 Gag = (C2)%)f + Gas = (2ol
n jod = e + (=2))

dir.
Ispat. Eger Teorem 4.4.14. de x yerine 1 alinirsa ispat yapilmis olur. m

Teorem 4.4.16. Her n,m € Z i¢in yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari igin

genellestirilmis tirete¢ fonksiyonu

( (
2 :Oj(s) "= S) + (- z)sojrrf) 1X
ntm 1 + jox + (—2)5x2

dir (Uysal vd., 2022).

Ispat. Yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilii yardimryla,

( ) _ (as)n+m + (bs)n+mb _ (aS)TL+ma (bs)n+mB
Zojnim" Z( R Y=Ll e i Y e

n=0 n=0

aasm ® bsm ®
— sSn,n STL
_a5+bsza X S+bszb

n=0

_(&asm)< 1 )+ bbsm 1
" \as+bs/\1 - asx as + bs (1—b5x)
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< 1 ) aa’™ — @a’™bSx + bbS™ — bb*™ax
a’s + bs 1— (b5 +a®)x + (ab)Sx?

1 a(@ )™ +bd)™  a*b(a(a®)™ 1+ b(bS)m 1)x
<a5 + bs) ll — x4+ (=2)5x2 1—jox 4+ (—=2)5x? l

Ojm® | (D 0jus x| _ 07 + (=2)°0jin 1
1—jox+(—=2)5x2  1—jx+ (—2)5x? 1+ jx+ (—2)5x2

elde edilir. m

Teorem 4.4.17. 0 j,(ls) kuaterniyonlarinin iistel lirete¢ fonksiyonu

dir (Uysal vd., 2022).

ispat. 0 nin iistel iireteg fonksiyonu

Hi (x,s) = 0'(5)£
LA na In
n=0
olsun. Buradan O j,(ls) nin Binet formiilii kullanilirsa,

H;o(x,s) = Z <(as)na * (bs)nb>ﬁ

as + bs n!
n=0
1 i (@)yax 1 i (bS)"bx™
T as+bs n! as + bs n!
n=0 n=0
a i (aSx)™ N b i (bSx)"  Ge%* + heb™x
T as+bs n! as + bs nl as + bs
n=0 n=0

elde edilir. m

Yardimei Teorem 4.4.18. 4 = (1 + a®i + a®*j + a®°k), b = (1 + b51 + b?*j + b3*k) olsun.
Bu durumda

k=(1-(=2)°—(=2)* = (=2)% + sl + jos + jask),

L= (=2)*1—-(-2)% + (-2)°k

p = (a®—b%)

olmak tzere
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ab =k — pl (4.22)
Ve

ba =k + pl (4.23)
dir (Uysal vd., 2022).

Ispat. (4.22) esitliginin ispat1
ab = (1+a*i+ a®j+ a*k)(1 + b*i + b*j + b>k)
=1+ bt + b%5j + b¥k + a’i — a’b’® + a’b*k — a’b35j + a**j — a* b5k
— a®b* + a®b3i + a>k + a**b°j — a®b?5i — a3h3S
=1+ bt + b%5j + b¥k + a’i — (—2)° + a’b*’k — a’b>j + a®j — a**b°k
= (=2)%5 + a®b3i + a>k + a3b5j — a®5bh*5i — (—2)3¢
=1 -=(=2)5=(-2)% = (=2)*) + (a° + b5 + a**b3 — a3 b*>)i
+ (a® + b* + a®bs — a’b**)j + (a3 + b3S + a’b?s — a®’h%)k
= (1= (=2)° = (=2)% = (=2)* + sl + jaosf + jask)
— (-2 (@ ~ b)iH(=2)* (@ —b¥)j — (-2)°(@* — bk
= (1= (=2)° = (=2)% = (=20 + jsl + jaosf + jask)
— (=2)°(a® = b*)((=2)"1 — jsj + k&) = k — pl
seklinde elde edilir. Benzer sekilde (4.23) iin ispat1 yapilir. m

Teorem 4.4.19. (Vajda Ozdesligi) Her n,m,r € Z igin
0 tmOis2r = 03 0] s = =(=2)"0%15 () 2|l + U |
dir (Uysal vd., 2022).

Ispat. 0 j,(ls) kuaterniyonlarinin Binet formiilii kullanilarak

Oj(s) 0]'(5) _0'7(15)0]'(5)

n+mYJn+r n+m+r
B (as)n+ma + (bs)n+mB (as)n+ra + (bs)n+rB
B a® + bs a’ + bs

(as)na + (bs)nz; (as)n+m+ra + (bs)n+m+rB
a® + bs a® + b*
1 ~ ~ ~
= <(aS+—bs)2) ((as)n+ma(bs)n+rb + (bs)n+mb(as)n+ra _ (as)na(bs)n+m+rb
_ (bs)nB(as)n+m+ra)
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1

= (as-l_—bs)z(agansbnsﬂ"S((as)m _ (bs)m) + Babsnansﬂ"S((bs)m . (as)m))

= m (dB(—Z)”Sb”((as)m — (b™) — ba(=2)"a"™ ((a*)™) — (bs)m)

= —(aS m bS)Z ((_Z)HS((aS)m _ (bs)m)(abbrs _ baars))
elde edilir. Yardimci Teorem 4.4.18 den,
Ol tmOinsr = 0is” )Y

O (COURICILD
N (a® + b)?

_ (@)™ - (0™
N (a® + b%)?
il (Ll Gl IS
=TT @b Iy
=~ G2 [ + Ui

elde edilir. m

[kb™s — plb™s — ka’s — pla’]

[_k(aTS —_ bTS) — pl(aTS + bTS)]

- pl]sr]

Sonu¢ 4.4.20. (Catalan Ozdesligi) Her n,r € Z icin asagidaki esitlik saglamir (Uysal vd.,
2022).

0j® 0j) — (01(5)) = —(=2" oSG 2 [k + Uiy |

Ispat. Teorem 4.4.19. Vajda 6zdesliginde m = —r alimirsa,

0j¥ 0j) _ (01(5)) = —(=2"p¥ G 2 [k + Ui |

elde edilir. m
Sonug 4.4.21. (Cassini Odesligi) Her n € Z igin asagidaki esitlik saglanir (Uysal vd., 2022)

0j$,0i%, — (0i)” = (~2@=Dp2(i) 2 [k + ]

Ispat. Teorem 4.4.19. Vajda 6zdesliginde r = 1 ve m = —1 alinirsa,

19,0/, = (019 = =200 G2 [k + 1] = (=20 Dp2(i) 2k + 1j]

elde edilir. m

58



Sonug 4.4.22. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n, k € Z icin asagidaki esitlik saglanir (Uysal vd.,
2022).

OJRS)OJr(lSJr)1 0](5)0]15?1 =—(=2)"p 2](5) Us) %[k + Ll

Ispat. Teorem 4.4.19. Vajda 6zdesliginde m + n = k ve r = 1 almirsa,
0j70j$%, = 0iP0j5) = —(=2)p% Y, (i) 2Lk + 1ji]

dir. m

Bir sonraki teoremde yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlar ve yiiksek mertebeden

Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki iliskiler verilecektir.

Teorem 4.4.23. Yiiksek mertebeden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar: arasinda

asagidaki bagintilar saglanir (Uysal vd., 2022).
()
i) 0](5) 0 (5) 0]n+1'

Js

0j = 2(- 2)501(5)

i) oy - ;

Ispat.
i) 0J (S) + OJ(S) ( ) ]r(zs+)1]1 +]r(l?zﬁ +]r(ls+)3k) ( 155) ]r(ls+)1]1 +]r(ls+)zﬂ +]n+3k)

( © +](S)) (]r(ls+)1 +]r(ls+)1) (]751)2]] +]r(ls+)2) (](S) Ik +Jr(LS+)3)k

Teorem 4.3.6 geregince

](S) ](5) ](S) ](5) 0](5)

n+1 n+2 n+3 n+4 k = n+1

o) + 05 = :
s s Js s Js

esitligi elde edilir.
i) 0J5" = 077 = J$ + JSHE + 1505 + 1k — 58 = i1 = 5,5 — ik
() () () () ( ( ( (
( ’ ]nS ) (]ns-l—l ]ns+1)]1 + (]ns-l?z ]ns+)2) (]ns-23 ]ni—)S)k

Teorem 4.3.6 geregince

0/ _ 0, = (2CDI | (2G0T, | (26DU ) | (262U
Is Is Js Js

_2(=2y° 2(=2)°0J%,
s 02 )+ k) = Js

esitligi elde edilir. m
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4.5. Yiiksek Mertebeden k —Jacobsthal Sayilar:

Bu boéliimde yiliksek mertebeden k —Jacobsthal sayilar1 tanimlanip 6zellikleri incelenecektir.
Daha sonra, bilesenleri yliksek mertebeden k —Jacobsthal sayilar1 olan kuaterniyonlarin tanimi
verilip, bu dizilerin 6zellikleri arastirilacaktir. Bu dizilerin ve kuaterniyonlarinin ayr1 ayri
rekiirans (yineleme) bagintisi, Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonlari, toplam formiilleri ve

0zdeslikleri hesaplanacaktir.

Tamm 4.5.1. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilari

(s) _ J k.ns

k,
n ] k,s

esitligi ile tanimlanir.

Tamm 4.5.2. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarinnin Binet tipli formiilii

 _ @) — ()"

kn — as — ﬁs

esitligi ile verilir.
Dikkat edilirse,
Jia =0 Ju® =1
dir.
Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarin s ve n ye bagli bazi terimleri verilsin.

i) s = 1 i¢in klasik k —Jacobsthal sayilari

(1)_an_ﬁn_]
kn — a—ﬁ — Jkn

seklindedir.

ii) s = 2 i¢in ],5272 yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari

@ _Jian
kn ]k,n
seklindedir. Buradan
Durum 1: n = 1 igin,
@ _Je2 _
ol Jk,2
Durum 2: n = 2 i¢in,
@ _Jka 2
=——=k"+4.
o2 Jk,2
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Durum 3: n = 3 i¢in,

(2)

k3
Durum 4: n = 4 i¢in,
@
k4
Durum 5: n = 5 i¢in,
@
k5

_Jks

=—=k*+8k?* + 12.
]k,2
_ ks _ k® + 12k* + 40k? + 32k.
]k,2
=]]’ﬂ = k8 + 16k® + 84k* + 160k? + 80.
k,2

Burada k = 1 verilirse, {1,5,21,85,341, ... } dizisi elde ediliyor. Elde edilen dizi A002450 kodu

ile OEIS’ te tanimlidir.

iii) s = 3 icin, J ,E? yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari

(3

kn
seklindedir. Buradan
Durum 1: n = 1 igin,

(3)

k1
Durum 2: n = 2 igin,

(3)

k,2
Durum 3: n = 3 i¢in,

(3)

k3
Durum 4: n = 4 i¢in,

(3

k4

_ ]k,3n

]k,3

_Jks

]k,3

=1.

s _ a4 g

k,2

—]"—'9=k6+12k4+36k2+8.

]k,3

T2 0y p0K9 + 144K7 + 448K5 + 560K? + 192k

]k,3

Simdi yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarinin terimlerinin sagladig1 yineleme (rekiirans)

bagintisini verelim.
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Teorem 4.5.3. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilar icin yineleme (rekiirans) benzeri
bagmtist her n > 1 i¢in
IE,Sr)L+1 = J, s](S) (—2)5115,531—1

esitligi ile verilir.

Ispat. Esitligin sol tarafi icin yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarmin Binet formiilii
kullanildiginda
) (aS)n+1 _ (BS)Tl+1 asn+s _ lBsn+s
S
kn+1 = as — IBS = as — IBS
elde edilir. Burada pay kismina $°"«a® ifadesi eklenip ¢ikarildiginda
pay p g
(S) STl+S ﬁSTl'I‘S ﬁsnas + lgsnas aS(aSTl —_ BSTL) —_ ﬁSTlﬁS + ﬁsnas
kn+1 — = _ IBS = as — ﬂs
Bsnas — ﬁSnﬁS

_ s (s) _ ) . (S) ﬁsnas _Igsnﬁs
a] as—ﬁs (Qf +B ﬁ)] as_lBS
= (@ + g - g+ L E
- B
_]k S](S) BS (Bsn ﬁsnﬁs _ asnﬁs + ﬁsnﬁs)
_ (5) SnyS _ oSnBSs
]ks] S(B a ,8 )
- B
— (5) ( ﬁ) ( sn—s __ sn—s)
]k,S k‘n_ BS B
— () _ ((Xﬁ) sn—s __ pQsn-s
_]k,S kn aS_BS (a ﬁ )
s(n-1) _ ps(n-1)
() _ S @ ﬁ
_]k s] (aﬁ) ( as — ﬁs >
bulunur. aff = —2 ve ],Elsr)l_l = % oldugundan

o1 = Jkslin = DYy
elde edilir. Burada yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarin yineleme (rekiirans) bagintist

k —Jacobsthal-Lucas sayilarina da baglidir. m

Teorem 4.5.4. k —Jacobsthal sayilari icin agagida verilen genellestirilmis yineleme (rekiirans)

benzeri bagintiy1 saglar. m = 0,1, ...,r — 1 igin

]k,(n+1)r+m = jsjsn+1' - (_Z)Sjs(n—1)+‘r
dir.
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Ispat. k —Jacobsthal sayilarmin Binet formiilii ile

a(n+1)r+m _ IB(n+1)r+m Qnrrem _ ﬁnr+r+m QMrtmar — ﬁnr+mﬁr

]k,(n+1)r+m - o — ﬁ - o — ﬁ - a— B
QVrtmear _ Ignr+mﬁr + ﬁnr+mar _ IBnr+mar
= o ﬁ
ar(anr+m _ Bnr+m) _ ﬁnr+mﬁr + ﬁnr+mar
= o '8
ﬁnr+mar _ Bnr+m’8r
=a” +
]k,nr+m a— ﬁ

ﬁnr+mar — ﬁTLT-l—mﬁT

= (ar + IBT - ﬁr)]k,nr+m +

a—p

lgnr+mar _ ﬁnr+mﬁr _ anr+mﬁr + lgnr+mﬁr
= jk,r]k,nr+m + a— ﬁ

lgnr+mar _ anr+mﬁr
= jk,r]k,nr+m +

a—p
. (aﬁ)r(lgnr+m—r _ anr+m—r)
=Jk r]k nr+m +
, , o — ,8

elde edilir.
aff = —2 oldugundan

]k,(n+1)r+m = jk,r]k,nr+m - (_Z)r]k,n(r—1)+m

elde edilir. m

Onerme 4.5.5. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilari, n ve s nin negatif durumlart

icin agagidaki esitlikleri saglar. Her n, s > 0 igin,
D Jile = =D
R

iii) ]](c'—ns) — (_2)5(1—71)],52_

Ispat. i)
r— o\ pen _ gen o _ gon
= :g -\ = _ﬁs B <ﬁ(aﬁ)fn ) (& iﬁ) = @)™ (%)
bulunur.

af = —2ve ],E?l = @ BV 1dugundan

aS_BS
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Jin® = =(=2)7" )

esitligi elde edilir.
ii)
sn sn sn sn sn
s _ @ =p" " =p St =g
k-n " ,-s _p-s~ 1 1 = (ah)
A proa
bulunur.

ap = —-2vej, () — @ -(F)" oldugundan

S BS
—(=2)" 5](5)
esitligi elde edilir.
iii)
1 1
—-Ssn —-Ssn - sn
(=s) _ a — '8 — asr ﬁsn s— snﬁ —
= =T = @B) -
a B T Bs—a
bulunur.

ap = —-2vej, ©) - % oldugundan
]’E,—ns) — (_2)5(1—11)],&?1

elde edilir. m

Teorem 4.5.6 Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarinin ilk n terim toplami1

n
Z](s) — i( k,s _]k,(s+1)i + (_Z)S]k,ns>
i k.t ]k,s 1 _jk,s + (_2)5

dir.
Ispat.
n ] 1 n
e
Z]IESL) = ] lS:]_Z]kls
i=0 i= ks ks i=0
drr.

n .
z] _ Jei = Jomeni T (—2)ini
fopt 1= jii +(=2)°

esitligi geregince (Uygun vd., 2016),
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n

Z](s) _ ( ks ]k,(s+1)i + (_Z)S]k,ns>
0 ol ]k,s 1 _jk,s + (_2)5

elde edilir. m

Teorem 4.5.7. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarinin terimleri arasindaki limit degeri

(s)
li kn+l ¢

nooo 708

dir.
Ispat.
- 1551)1+1 i (as)n+1 _ (ﬂS)n+1 as — BS
e O Tae T @ (@) -
syn+1 ﬁ smrs
(as)n+1 _ (BS)Tl+1 . (a ) <1 - <a) )

= lim = lim

now  (as)" — (B%) n—=ee (a5)" <1 — <E) )
a
e B\" _ A
|B| < a oldugu i¢in lim (;) = 0 dir. Buradan

(s)
li kn+l _ . (as)n+1 s

n-oo ]’Sr)l n—oo (as)n

bulunur. =

Teorem 4.5.8. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilariin iirete¢ fonksiyonu

Z](S) %" = X
fom 1= jrsx + (=2)x%
n=0 !

dir.
Ispat.

Giy(x,5) = ZJ(S)
olsun. Buradan

Gy = IS0+ S + I + o+ JE ™ + - (4.24)

dir. Buradan (4.24) esitliginin her iki tarafi —jj sx ve (—2)%x? ile carpilirsa

i sXGry = —JrsXIen = JrosX? ) — Jks XIS = = s XY e (4.25)
Ve
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(—2)5x2Gy; = (~2)°x 2](5) + (—2) 23] (s) +(=2)%x 4](5) 4ot (_Z)an]’gsr)l + ... (4.20)
elde edilir. Buradan (4.24), (4.25) ve (4.26) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa yiiksek mertebeden
k —Jacobsthal sayilarin yineleme (rekiirans) bagintisina gore

Gij = JsXGry + (—2)°x%Gyy = I(csg +](s) figsgfks
olmak {izere
Gk](l Jrsx + (—2)%x 2) 1553 +](S) ll(csc))]ks

elde edilir. Burada J,; ) = 1 ve Jio () = 0 oldugu icin, sonug olarak

x
1—jisx+ (—2)5x2

Gk](x, s) =

bulunur. m

Teorem 4.5.9. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarmin iistel tirete¢ fonksiyonu
Zﬂ”x_ = _;i :

dir.

Ispat.

Hiy (5,5) = Z/“) —

olsun. Buradan ,(csr)l nin Binet formiiliine gore,

0]

e = ) (L)

elde edilir.
1 [ 2 ansxn ® ansxn
iy 06 8) = o s Z nl _Z nl

1 [N (@ x)n (ﬁSx)n

o — B Z Z
=>r0 xn—rll oldugundan
easx _ eBSx

Hig(9) = =25

bulunur.m
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Teorem 4.5.10. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarinin iirete¢ ve {istel {ireteg
fonksiyonlariminin x gore tiirevleri

) Gy =

1-x2(-2)"
(1—jsx+(=2)5x2)2"’

S s
a’x s_eb xps

i) H,'(x) =2

25_ps
dir.
Ispat.
i)
Gry(x,s) = ad

1—jgsx + (—2)5x?
dir. Buradan x gore tiirev alinirsa

(1 —jiesx + (=2)x2) — x(—jis + 2x(=2)*)

G () = (1 —jox + (2?2
1= X + (=2)°x% + Xy s — 2x2(=2)° 1—x2(-2)"
(1 —jsx + (=2)°x?)? (1 —jox + (=2)°x?)?
dir.
i)

asSx __ eBSx
Hiy(x,8) = — 3+

dir. Buradan x gore tiirev alinirsa

) easxas _ ebsxbs
Hy, (x) = oS —bS

dir. m

Simdi ise, tamsay1 dizileri i¢in 6nemli olan Cassini, Catalan, d’Ocagne, Vajda ve Honsberger
0zdeslikleri yliksek mertebeden k —Jacobsthal sayilari i¢in hesaplanacaktir. Bu 6zdesliklerin

tlimiiniin ispatinda yiliksek mertebeden k —Jacobsthal sayilarinin Binet formiilii kullanilmigtir.

Teorem 4.5.11. (Cassini Ozdesligi) Her n > 1 icin yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilar1

2
](s) (s) _( (S)) — _(_z)s(n—l)

kn—-1kn+1 kn

esitligini saglar.
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Ispat.
) () )
]k,n—l kn+1 - ( k,sn)

_ ((“””‘1 - U?S)”‘l) (st)"“ = (ﬁs)”“> _ <<as>" - (ﬁs)“) <<as>" - (ﬁs)”)

aS_IBS aS_ﬁS as_ﬁs as_ﬁs
g porsamis g gqmgn @87 (2= (8) - (£))
- (a5 — B5)2 - (as — B5)2
R v
(as — B5)?

bulunur.

aff = —2 oldugundan

) () ) _ -
]k:gn—l k,sn+1 - ( k,sn) - _(_z)s(n 2

elde edilir. m

Teorem 4.5.12. (Catalan Ozdesligi) Her n > ¢ igin yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilar1

2
( ( ( — -t)(
]k?l—t k,sr)1+t - ( ks‘r)l) =—(-2)°"" t)]k,st)

esitligini saglar.

Ispat.
]IES)—t IES)+t - ( IES))Z
B (as)n—t _ (ﬁS)n—t (as)n+t _ (ﬁS)TL+t B (as)n _ (BS)TL (as)n _ (IBS)n
- as_ﬁs as_ﬁs as_lgs as_lgs
aan _ asn—stﬁsn+st _ Bsn—stasn+st + ngsn + Zasnl[;sn

(as — ,35)2
(2= ()
= (a5 — B5)? = (@ — §°)?

B (aﬁ)sn—st _ (ast _ ﬁst)z _ st ast _ ﬂSt 2
=T @epy W (as—ﬂs>

bulunur.

aff = —2 oldugundan

) () ®)* _ — (1)
]k,sn—t k,sn+t - ( k,sn) - _(_z)s(n t)(]k,st)
elde edilir. m
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Burada t = 1 alindiginda Cassini 6zdesligi elde edilir.

Teorem 4.5.13. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n,m tamsayilar1 igin yiiksek mertebeden

k —Jacobsthal sayilar
) 708 _](5) () _ (_2)511](5)

kmJkn+1 km+1Jkn — km—n

esitligini saglar.

Ispat.
() (s (s) (s)

kmJkn+1 km+1/kn

M (CRISCOI ((a%"“ - (ﬁs)”“> . ((af)ml - (ﬁs)m“) (=@

aS_ﬁS aS_ﬁS aS_ﬁS aS_ﬂS
_QSMBSIAS _ BSMSNAS | SMAS RSN 4 QSMAAS g SN
= (a5 — B5)2
_ asmBs(as — BS) — ahBSM (S — B¥) _ (@ = B5)(aS™mBs™ — aSnBs™)
(a5 — B5)? (a5 — §5)?
R L

dir. m

Teorem 4.5.14. (Vajda Ozdesligi) Her n,i,j tamsayilar1 igin yiiksek mertebeden
k —Jacobsthal sayilar

) 4 (8) 7(s) — () 7(s)
kfn+i]k,sn+j - k,sn k,sn+i+j - (_Z)Sn]k,sj]ksi
esitligini saglar.
Ispat.
) 4 (8) 7(s)
k:gn+i]k:gn+j _]k,sn]k:gn+i+j
(as)nﬂ' _ (IBS)nH (as)n+j _ (ﬁS)TL+j
- (=) (=)
(as)n _ (IBS)n (as)n+i+j _ ('85)71+i+j
- ( as — Bs )( as — Bs )
_asn+siﬁsn+sj _ ﬁsn+siasn+sj + asnﬁsn+si+sj + ﬁsnasn+si+sj
= (a5 — B5)2
asn+si'b)sn(asj _ ﬁsj) _ asnﬁsn+si(asj _ st)
- (as — ﬁs)z
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_ (O{Sj _ ﬁsj)(asn+siﬂsn _ asnﬁsn+si)
(as — ﬁs)z
_ (O{Sj _ ﬁsj)asnﬂsn(asi _ Bsi)
((,ZS — BS)Z
= D™

dir. m

Teorem 4.5.15. (Honsberger Ozdesligi) Her n,m tamsayilari igin yiiksek mertebeden

k —Jacobsthal sayilar
](S) (s) +](S) (s)

km—-17kn km/kn+1

asm+sn—5(1 + aZS) + ﬁSTn-I—STL—S(l + ﬁZs) —_ (1 + (_2)5)(asm—slgsn + aSTlBSTI‘L—S)

(as — B5)?
esitligini saglar.
Ispat.
T Jin + Jim s
_ ((Ofs)m_1 - (ﬁs)m_1> <(0€S)” - (ﬁs)") N ((Ofs)m - (ﬁs)m) ((“5)"+1 - (ﬁs)”“)
aS_ﬁS aS_BS as_ﬁs aS_ﬁS
B qSmtsn-s _ aSTrL—SBS‘n _ ﬁsm—sasn + lgsm—s+sn
- (as — B5)2
s qSmtsnts _ asml[))sn+s _ Bsmasn+s + ﬁsm+sn+s
(a5 — B5)?
B asm+sn—5(1 + aZS) + ﬁSTI‘L-l—STl—S(l + BZS)
- (as — B5)?
aSTI‘L—SﬁS‘n(l + aSﬂs) + aSTlﬁSTn—S(l + aSﬁS)
- (a5 — B9)?
_ asm+sn—5(1 + aZS) + ﬁsm+sn—5(1 + BZS) _ (1 + (—2)5)(asm_sﬁsn + asnﬁsm_s)
- (as — 85)2

dir. m
4.6. Yiiksek Mertebeden k —Jacobsthal Sayilarinin Kuaterniyonlari

Bu boliimde bilesenleri yiiksek mertebeden k —Jacobsthal sayilar1 olan kuaterniyonlar
tanimlanmustir. 1k olarak bu sayilarin kuaterniyon 6zellikleri verilmistir. Daha sonra bu
kuaterniyonlarin say1 dizisi olarak yineleme (rekiirans) bagintis1 tanimlanacak ve say1 dizisi

Ozellikleri incelenecektir.
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Tanim 4.6.1. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlar1 OJ ,(csr)l ile gosterilir ve asagida
verilen esitlik ile tanimlanir.
Ofign =Jiin + 1,52+1ﬁ + Jioms2d + Jmazle (4.27)

Burada, i, j, k kuaterniyon birimler ve ] yuksek mertebeden k —Jacobsthal sayilardir.

Dikkat edilirse, k = 1 alindiginda yiiksek mertebeden Jacobsthal kuaterniyonlart, s = 1,k = 1

alindiginda ise Jacobsthal kuaterniyonlar: elde edilir.

Tamm 4.6.2. (4.27) esitliginde verilen yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlarinin

gercel kism1 Re(O ],Esr)l) ile gosterilir ve

Re(0JE)) = 1)
dir.

Vektorel kismu ise Vec(O ] ,Esi) = v ile gosterilsin ve
Y, — g =, (s)
VGC(OJ ) =v= k,n+1n +]k,n+2]] +]k n+3

Buradan
OJin ) _ (sr)l +v

olarak yazilabilir.

Tamm 4.6.3. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlariin eslenigi

](S) ](S) ) = ](5) o (s) k (428)

kn+1 kn+2D - kn+3

ile tanimlanir.

Teorem 4.6.4. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlarinin normu

(s) (s)? 7© OB O B
\/] kn+1 + kn+2 +]k,n+3

dir.

Ispat. Norm tanimindan,

(0](5)) = 0] o)

—_(1® () = () = (s) (s) () = (s) (s)
- ( k,sn - ku,gn+1]1 _]ksn+2]] - ksn+3k)( g +]ksn+1]1 +]k,sn+2D +]ksn+3 )
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2
= I IS T sk S+ S

_ () (s) k‘i‘](s) ](5) H ](5) (S)D +](5) (s) k

kn+1/kn+2 kn+1. kn+3D kn+2/k kn+2/kn+1
2
(s) g 46 =46 S 6 408)
+]k,n+2 kn+2/kn+3 kn+3 k,rL]k ]k,n+3]kn+1]]

OO IO

kn+3/kn+2 kn+3

2 2
A IRy LR

kn+1 kn+2 kn+3

elde edilir. Buradan

Y _ [ () 2,6 %2, ) ?
N(Olk.sn)_\[]k,n +]k,n+1 +]k,n+2 +]k,n+3

dir. m

Kuaterniyonlarda ii¢ farkli birim 1, j, k bulundugundan, bu birimlerin her birine karsilik gelecek

sekilde ti¢ farkli eslenik tanimlanabilir. Buna gore asagidaki tanim verilmektedir.

Tanim 4.6.5. 0 ] ) nin ye gore eslenigi 0jt i ile gosterilir ve
ORNOBNONFINO) (s) 4.29
0] y k,sn - k,sn+1]1 +]k,sn+2]] +]ksn+3 ( )
formundadir. O ] ) nin Jj ye gore eslenigi O ] )™ ile gosterilir ve
. 4.30
0" = I+ It = el + T sk (30
* ]k
formundadir. O ] ) nin k ye gore eslenigi 0, ) le gosterilir ve
. . 431
0](5) (S) +],Esr)l+1]1 +]lgsr)l+2]] - I(CST?L+3k ( )

formundadir.

Asagida verilen teorem ile bu verilen {i¢ eslenige gbre norm-benzerleri hesaplanmigtir.
BB *Jk
0] ,Esr)l ' nin norm-benzeri N'! (0 Ji (S)) OJin )™ nin norm-benzeri N B(O Ji (s)) ve 0] ,Esr)l nin norm-

benzeri N k(O ],(CS%) ile gosterilsin. Buna gore,

Teorem 4.6.6. 0], ) nin norm-benzerleri asagidaki gibi hesaplanmistir.
: (s) ©% 0 2 26 2 () () ) 4
l) (Nu (0] )) ] kn+1 - k,sn+2 - kn+3 + 2]] (] ]k n+2 + kn+2 k,n+3)

(s) 1(s) ) (s
+2k(] ]k n+3 +]k,n+1 k,n+2)'
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2 2
ii) (NB (0](5))) ](S) IE,Sr)z+1 +]I(cfr)1+2 O] +2]1(](S)](S) OO )

kn+3 kn+1 kn+1/kn+3

n/kn+3 kn+1/kn+2 )’

k(70 ®2 _ s 2 e 2, e () 1(s) () 405
lll) (N (0] )) ] k,sn+1 - k,sn+2 + k,sn+3 +2]1(] ]kn+1_ k.n+2 k,n+3)

+2D(](S)]I£Sr)l+2 +](5) () )

kn+1/kn+3

Ispat. i) Norm tanimimdan

Ni(0)$) = | 0j0j9"

(s) (s) ) = (s) (s) (s) () - (s) (s)
(0] )_\[( +]kn+1]]+]k,n+2]]+]kn+3 )( - ]1+] ]]+] )

dir. Buradan

kn kn+1 kn+2 kn+3
ve

kn+1 kn+2 kn+3

(M(0122)) = (2 +Jrat + I +ICraak YU — ISt +IEhuad + a1

](S) +](5)](5) i ](5)](5) ]] +](5)]’E51)l+3k+](5) (5)]1 +](S)

kn+1 kn+2 kn+1/kn kn+1
) 40 ) 40 = OROF
- kn+1/kn+2 _]k,n+1]k,n+3]] +]k,n+2]kn]]
) (s ) %6 )
- kn+2/kn+1 - kn+2 + kn+2 k,n+3]1 +]k n+3 knk

() 4 = () 406 = ()

kn+3 kn+1]J kn+3 k,n+2Il - kn+3

2, 6 2 2 s 2 (s) 1(s) () 405
= I s Ty — T 2, +] )

kn+2/kn+3

n/kn+3 kn+1/kn+2
dir. ii) ve iii) benzer sekilde gosterilir. m

Sonuc 4.6.7. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlar1 i¢in asagida verilen esitlikler
saglanir.

D0+ 08" =208+l + k)
i) 018+ 00" =2 + IS+ Sk ),

i) 0+ 0/ =208+ i+ ),

kn+3

. ]]
iv) 0](5) + 0](5) ( (%) _|_](S) )
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v o o o =28 I8,

iy 08"+ 0sS =2 (1) 48D 1),
Ispat. (4.29), (4.30) ve (4.31) esitlikleri kullanarak kolayca goriiliir. m

Sonug 4.6.8. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlari igin
0J&) + 0] = 27

esitligi saglanir.

Ispat. Sonug (4.27) ve (4.28) esitlikleri kullanilarak gosterilir.
OJa + 00 = Jioh + Jiman + T msad + sk + I, = Jinaaf = J el = Jimaak

— 2](5)

dir. m

Onerme 4.6.9. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlari igin

(0](5)) ](S) ](S) +2](5)0](5)

esitligi saglanir.

Ispat. Esitligin sol tarafi (4.27) kullanilarak yazilirsa

(s) (s) ) =4 1 (s) (s) () =4 1 (s)
(0] ) ( -I_]kn+1]1 +]k,sn+2D +]kSn+3 )( y -l_]ksn+1]1 +]kfn+2]] +]ksn+3 )

== (08" 02) + 02"+ 02
_I_Z](s)( () +]£S%+1ﬁ +](S) ]-j_|_](5) ]k)

kn+2 n+2

bulunur. Teorem 4.6.4 den,
(0](5)) — ](S) 0](5) + 2](5) 0](5)

elde edilir. m

Bir sonraki teoremde yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlarinin terimlerini bulmak

icin onemli olan Binet formiilii verilecektir.

Teorem 4.6.10. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlarinin Binet formiili

0J) = (a)a - ;[js)"l? (4.32)

seklindedir. Burada,
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a= (1 + (as)nﬁ + (as)n+1]'j + (as)n+2]k),

B =1+ @)+ B+ (B k)
dir.
Ispat. (4.27) esitliginde ] sayllarmm Binet formiiliinii kullanildiginda,

kn+1 k,n+2 kn+3
B (QS)n _ (BS)H (a5)n+1 _ (ﬁS)TL+1 . (aS)TL+2 _ (IBS)n+2 .
‘< (T (T )
(a5)n+3 _ (IB )n+3
()

— (a(s )ﬁ )(1 + (as)n]l + (as)n+1]] + (as)n+2k)

(&

as — l[;s

_ (as)n& B (ﬁS)nB _ (as)n’\ _ (ﬁS)TLB
— ,85 as — ﬂs as — ﬁs

elde edilir. m

) (1+ @M+ B+ (B k)

Teorem 4.6.11. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlari i¢in yineleme (rekiirans)

bagntisi

Oll(cszﬁl_]ks (S) (Z)SOJIESr)zq

seklinde verilmistir.

Ispat.

) (as)n+1 P (ﬁ )n+1ﬁ asn+s P Bsn+5ﬁ asnas& _ ﬁsnﬁs[;
k,n+1 ﬁs ’85 as — ’85

0]

dir.
Burada pay kismima 5"« ifadesi eklenip gikarilirsa,
©) aS"asS@ _ﬁsn’gs[)i _l_ﬁsnasﬁ _lgsnas[g‘

Ojk,n+1 = _ BS
_ as(asn’\ lBsnB) ﬁsnﬁs + l[gsn
ﬁs
_ w0l + ﬁsnaz s7p
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_ s s (S) ﬁsnasg - ﬁsn,BSB
= (@ + 7 = BIOJS) + !

s ﬁs
_ s ) i (s) lgsnasﬁ _ Bsnﬁsﬁ
= (@ + V)~ B OJ + g

_JRSOJ(S) (ﬁsn Sﬁ l[;snﬁ ﬂ _ asn&ﬂs ﬁsn'éﬂs)

ﬁs
= jisOJ) + ﬁs ———(p*a’p — amap?)

(aﬁ)s N
ksOJ(S) s_ﬁs( as"—S@ ﬁsn SB)
asSm-Dg — Bs(n—l)ﬂ“
= JiesOlicn (aﬁ)s( T )
s(n—1)m_psn-1)p
bulunur. aff = —2 ve 0],&?1_1 e el oldugundan

aS_ﬁS
Oll(cszﬁl_]ks (S) (Z)SOJIESr)zq

elde edilir. m

Teorem 4.6.12. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlari, n ve s nin negatif degerleri
icin agagida verilen esitlikleri saglar.

i) 0](5) = —(=2)" sn%'

i) 0/°) = (=2)°0))

kn’

i) 057 = (=2)°0]>

n

Ispat. (4.32) den,
i)
. a P )
0](5) (a@®)a—(B)™"p _at BT Be)ra — (a)"p
- p° as =B (af)(a® = B%)
bulunur.

aff = —2 oldugundan
(a5)"b - (B5)"a
aS —_ BS

0](5) _ _(_2)—511

elde edilir.
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o) = );_f:ffi B Gl o NP )B(j:c(xﬁs) B
a pF

bulunur.

(@®)"a—(p5)"B

aff = —2ve 0](5) pERD

oldugundan

0152 = (=2)°0J)

elde edilir.
iii)
-s\n 45 —-s\np &_ﬁ s\n 5 s\n B
0]( o _(a )_a_;ﬁ_s) ﬁ:ati_ﬁ’i :(aﬁ)s‘sn(ﬁ )30:_2?;) B
o T BF
dir.

aff = —2 oldugundan

0)9 = (_gye-em B2 @)

ﬁS — aS
elde edilir.
i) den
Ojk s) _ — ( 2)50](5)
dir. m

Teorem 4.6.13. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlart i¢in iirete¢ fonksiyonu

(o) (S) (S) _ (S)
ZOJ(S)xn 0] ( k.1 ]ks ] )

o 1=+ (D
n=0 ’
dir.
Ispat.
kjq X, S ]
olsun. Buradan
Grjg = OIS0 + 0 S)x + 0JS)x% + O] )% + -+ + 0Jhx™ + - (4.33)

dir. Burada (4.33) esitligin her iki tarafi —jj ¢x ve (—2)Sx? ile garpilirsa
~jisXGryq = ~JsXO0Jig = JisX20Jic] = Jisx 0J) = o = jusX L0 o - (4:34)
ve
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( 2)5 ZGk]q — ( 2)5 20](5) + ( 2)5 30](5) + ( 2)5 40](5)
+( 2)5 nO](S) (435)
elde edilir. Buradan (4.33), (4.34) ve (4.35) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa yiiksek mertebeden
k —Jacobsthal kuaterniyonlarinin yineleme (rekiirans) bagintisina gore
Gk]q ]kska]q +(—=2)° szqu = 0](5) + 0];({?95 ]ksOI(S)
olmak {izere
Gigq(1 = jiosx + (=2)°x2) = 03 + 0J1x — jusOJio
elde edilir. Boylece
0](5) (0](5) ]ksOJ(S))
L= joox + (—2)°22

Gk]q (x,8) =

bulunur. =

Teorem 4.6.14. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlarinin iistel lirete¢ fonksiyonu

0](5) ﬂ _ Ge®’x — Beﬁ x
kn n! as — ﬁs

dir.

Ispat. Hy;, (x,s) = X OJin )X olsun Buna gore

Hap (3, 5) = Z((cx )aoscigi ) ﬁ)»:l_'

: fﬁs ; (asr):x” — ,[_? = ; (ﬁsr):x"

n
. x _ 0 X -
dir. e* = Y, — oldugundan

A S ~ S
a s B s, @e%* — Befx
Hyq(x,s) = . e® ¥ — efx =

BS aS — ﬁS aS — ﬂS

elde edilir. m
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Teorem 4.6.15. Her n,m € Z i¢in yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlar1 igin

genellestirilmis lireteg fonksiyonu

0 (s) X (S) ( z)sojl(css)(m 1)
]k ntm* = 1 + jox + (—2)5x2

dir.

Ispat. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal kuaterniyonlarinin Binet formiilii kullamldiginda

ZOJ,ESZW " Z(WWW ;fs)mb) "

=0

_ (as)n+maxn Z (bs)n+mb n
S

—_ s s
o B - B
5oSM o ppsm
— aa astyx™m — 'BB ﬁsnxn
as — Bs as — '35
n=0 n=0

B S

a‘f“s;s) (1 —1a5x) B (a[jﬁ—sr;;s> (1 —1,85x)

=

< 1 ) l&asm — &a*™B5x — S + ,[?ﬁsmasxl
as — ﬁs

( 1

1—(as+B5)x + (af)sx?

) @@ =B (@B (@)™ = BB Nx
as — 5|1 — jrsx + (—2)5x? 1—jox+ (—2)5x?

( ) (s)
Ojk,m(S)_(_z)sojk,sm—s(S)x _ y ( 2) Ojkss(m 1)
1—jox + (—2)5x2 1 +jox + (—2)5x?

elde edilir. m

Yardimer Teorem 4.6.16. @ = (1 + (&)™ + (@)™ 1j + (@*)"*2k), f = (1 + (B5)™ +
(B5H™1j + (B5)"*2K) olmak iizere

ap =x—yz (4.36)
ve

Ba=x+yz (4.37)
dir. Burada
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X = (1 - (_2)571 - (_2)sn+s - (_2)5n+25 -l'jk,snfi +jk,sn+s]j +jk,sn+25k);
z = (=2)"1 = (=2)ysf + (=2)°"k,
y=(a® =)

dir.

Ispat. (4.36) esitligi
ap = (1+ (@)"i+ (@)™ + (@)™ 2K (1 + (B5)"i + (B5)"] + (B)™?K)

=14 (B + (B + (B 2k + (@)™ — (@) (B)H™ + (@)"(B)"H kK
— (as)n(ﬁs)n+2jj + (as)n+1jj _ (as)n+1(BS)nk _ (as)n+1(ﬁ5)n+1
+ (as)n+1(ﬁ5)n+2ﬁ + (as)n+2k + (as)n+2(ﬁ5)nﬁ
— (as)n+2(ﬁ5)n+1ﬁ _ (as)n+2 (’[;S)n+2

= (1 — (=2)" — (=2)s"*s — (_2)sn+25)
+ (asn + ﬁsn + asn+s[))sn+2$ _ asn+25[))sn+s)ﬁ
+ (asn+s + lgsn+s _ asnﬁsn+25 + asn+25ﬁsn)ﬁ + (asn+25 + ﬁsn+25
T gongents _ gsnts gomyk

= (1= (=2)"" = (=2)™5 = (=2)™% + ji ull + jisnas + Jisnr2sk)
— (=2)¥5 (@ — B)i+(=2)(a* - p)j — (=2)"(a* — )k

= (1= (=2)"" = (=2)™5 = (=2)™% + ji ull + jisnas + Jisnr2sk)
— (=2)(a® = B5)((=2)°i — (¢ + B)j + k)

= (1= (=2)"" = (=2)™5 = (=2)™% + ji sull + jisnas + Jisnr2sk)
— (@ = B)((=2)™*51 — (=2)jje 5] + (—2)°"k)

=X—-Yz

bulunur. Benzer sekilde (4.37) nin ispat1 yapilir. m

Teorem 4.6.17. (Vajda Ozdesligi) Her n,m,r € Z igin asagidaki esitlik saglanir.

kn+m kn+r kn+m+r km k,r

OJ im0y = OJAOT S e = (=20 0I5 [ 0] = i er2]
Ispat. 0] ,(csr)l kuaterniyonlarinin Binet formiilii kullanildiginda,

0](5) 0](5) _ Ojlg,sn 0](5)

kn+m kn+r kn+m+r
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((aS)TL+m" (B )n+mﬂ> ((aS)n+T" (ﬁ )n+rﬁ>

— ﬁS — BS
B ((QS)n& _ (ﬁS)nB> ((aS)n+m+rA (,8 )n+m+rﬁ>
—_ IBS — ﬁs
B _asn+sméz'85n+sjﬁ" _ Bsn+sil[§asn+sj& + asnézlgsn+si+sj'[§ + ﬁsn[g‘asn+si+sj&
- (as — B5)2
_ asnﬁsn+sr&ﬁ"(ﬁsm _ asm) + asn+srﬁsnﬁ"&(asm _ ﬁsm)
((ZS — ﬁs)z
_ asnﬁsn(asm _ lgsm)(asr[)i& _ Bsr&[g‘)
(0[5 — ﬁS)Z
bulunur. Yardimei Teorem 4.6.16. den,
OlicnsmOicnsr = OOl sm
_ (_Z)nS(asm _ ﬁsm)(asr(x _ yz) _ BST(X + yz))
(as — ’85)2
_ (_Z)nS(asm _ lgsm)(asrx _ asryz _ ﬁsrx _ Bsryz)
(as — IBS)Z
_ (_Z)ns(asm _ ﬁsm)((asr _ lgsr)x _ (asr + ﬂsr)yz)
(0(5 — ﬁs)z

= (=2 0J | 0JS)x = jisr ]
elde edilir. m
Sonug 4.6.18.(Catalan Ozdesligi) Her n,r € Z igin.

01,015 = (01)” = 202, |01 = 2]
dur.

Ispat. Teorem 4.6.17. Vajda 6zdesliginde m = —r alimirsa,

018 0I0r = (012)" = 2070, [0 = 2]
elde edilir. m
Sonug 4.6.19. (Cassini Odesligi) Her n € Z igin

0181015 — (012 = 2 0) 2, [0 = 7]
dir.
Ispat. Teorem 4.6.17. Vajda 6zdesliginde r = 1 ve m = —1 alinirsa,
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0]15,53—10];25,)1“—(0](5)) _( 2)5710](5) [Ojlg?x ]ksz]

elde edilir. m

Sonug 4.6.20. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n, [ € Z igin

0J0) a1 = OJAOI s = (=20 0J ), | 0J50x = s
dir.

Ispat. Teorem 4.6.17. Vajda 6zdesliginde m +n = [ ve r = 1 alinirsa,

kn+1

0](5)0](5) 0](5) ’gsl)ﬂ_( 2)5"011551)_11[0/;5?96 ]ksz]

elde edilir. m
4.7. Yiiksek Mertebeden k —Jacobsthal-Lucas Sayilari

Bu boliimde yiliksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilari tanimlanacaktir ve bu sayilarin
say1 dizisi 6zellikleri incelenecektir. Bu dizilerin yineleme (rekiirans) bagintisi, Binet formiili,

iirete¢ fonksiyonlari, toplam formiilleri ve 6zdeslikleri hesaplanacaktir.

Tamm 4.7.1. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilar

O Sknt

kn
Skt

ile tanimlanir.

Tamm 4.7.2. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarinnin Binet tipli formiili

<© (@™ + (@)

kTL - alt + azt
ile verilir. Dikkat edilirse,
2
t
SIE,()) =5 Sk,l(t) =1
k.t

dir.

Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarin t ve n ye bagh bazi terimleri asagidaki

gibidir.

i) t = 1 icin klasik k —Jacobsthal-Lucas sayilar1 elde edilir.
a ot ta"

= =5,
k,0 a; + a, n
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ii) t = 1 ve k = 1 icin Jacobsthal sayilar1 elde edilir.

iii) ¢ = 2 i¢in 5,5272 yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari

(2) _ Skz2n
Sk,n =
Sk,2
dir. Buradan
Durum 1: n = 1 i¢in,
@ _ Sk2 _ 1
k1= T
k,2

Durum 2: n = 2 igin,

@ _ Ska 8k*+8k+1

k2 S 4k + 1
Durum 3: n = 3 i¢in,

@ _ Ske _ 16k® +36k* + 12k + 1

k3 s, 4k + 1

Durum 4: n = 4 i¢in,
) _ Sks _ 88k*+128k> +80k* + 16k + 1
Sp,=—= .

ket Sk 4k + 1

Burada k = 0 verilirse, {1,1,1,1, ... }sabit dizisi elde edilir.

iii) t = 3 i¢in, S,E? yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas sayilari

S
3 k,3n
S( ) _ .

kn
Sk,3

drr.

Bir sonraki teoremde, yiliksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin terimlerinin

sagladig1 yineleme (rekiirans) benzeri bagintisi verilecektir.

Teorem 4.7.3. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilar1 i¢in yineleme (rekiirans)
benzeri bagintisi her n > 1 i¢in
t t t
Semer =SS — (20" sy
esitligi ile verilir.
Ispat. Esitligin sol tarafi igin yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarmin Binet

formiilii kullanildiginda

t
© B ((th)n+1 + (az )n+1 B altn+t + aztn+t
kn+1 —

S =
a b+ a,t at + a,t
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elde edilir. Burada pay kismina a, ™, ifadesi eklenip ¢ikarilirsa,

tn+t tn t tn t tn t
(t) (ll + az al + 0(2 al - az 0{1

Sk,n+1 =

at + a,t

alt(altn + aztn) + aztnazt _ aztnalt

at + a,t

tn,, s tn,, t
© , %2 A —a "0

t

" S

+
a b+ a,t

aztnazt — aztnalt

t t £y (@)
a,"+a, —a, )s, +
( 1 2 2 ) k,‘n_ Ollt +0(2t

thy t _ o tn, t
t (t)+a2 Uy — Uy

t ty(®
(21" + az")sep — a2 s p

®

1

a b+ a,t

tn,, t tn,, t t,, tn tn,, t
SktSkn T ("' —a ey — @ oy '™ — @ ayt)

a b+ a,t
1

tn t t tn
(—a,"a ata,t™)
a b+ a,t 1 2z

tn—-t tn—-t
(a +a )
at+at g

t
- (altTL—t + aztn_t)

als(n—l) + azs(n—l)

® t
SkeSen — (@1a3)
ok at + a,t

a,lt(n—l) +ay t(n—-1)

®
kn—-1

bulunur. aff = —2k ve s oldugundan

at+ast

® ®

— _(_ t®)
Sk,n+1 - Sk,tsk,n ( Zk) Sk,n—l

elde edilir. m

Teorem 4.7.4. k —Jacobsthal-Lucas sayilart i¢in asagida verilen genellestirilmis yineleme
(rekiirans) benzeri bagintist saglanir. m = 0,1, ...,r — 1 i¢in

— t
Sk,(n+1)r+m - Sk,rsk,nr+m - (_Zk) sk,r(n—1)+m

dir.

Ispat. k —Jacobsthal-Lucas sayilarmin Binet formiilii kullanildiginda

— n+1)r+m n+1)r+m
Sk,(n+D)r+m — al( ) + az( )

—_ alnr+r+m + aznr+r+m
alnr+ma1r —_ aznr+ma2r

alnr+ma1r + aznr+ma2r + aleT+ma1T —_ aznr+ma2r
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—_ alr(alnr+m + aznr+m) + aznr+ma2r _ aznr+ma1r
— T4 nr+m T nr+m T

= Q1 Jrpr+m T Q2 a; —a; (241

— ' T 'Y nr+m T nr+m T
= (" +a;" —ay )]k,nr+m +a; a —a; 241

— nr+m T nr+m T nr+m T nr+m T
= SkrSknr+m T 02 o —a; a; —a, a —a; %)

= Sk,TSk,nr+m - (alaz)r(aZ"”m—r + alnr+m—r)
esitligi elde edilir. aff = —2k ve s = a,™ + a," oldugundan

_ r
sk,(n+1)r+m - Sk,rsk,nr+m - (Zk) sk,r(n—1)+m

bulunur. m

Onerme 4.7.5. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilari, n ve t nin negatif durumlart
icin agagidaki esitlikleri saglar. Her n, t > 0 igin,

) s, = —(=2k)s,

i) s = (-2k)tst,

i) s\ = (—2)1ams)

Ispat. i)
1,1
s® _ ()™ 4+ (e ™ e, (" e ( : )
Sk-n a b+ ayt at + a,t (ajay)t™ a b+ ayt
a tn + a tn
= _(alaz)_tn< ! t 1t .
at +a,
__ © _ @
ap = —2kves,, = P oldugundan

Seln = —(=2K)""sl)

elde edilir.
i)
—t\- —t\—
S G0 M I G LS DY (G i
at o a,t
- (t ) Myt
ap = —2kves,, = a1f+a2 oldugundan

Sk = (=2k)'s
elde edilir.
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iii)

1 1
_ —t +
o @)+ (@ )" [ | o [0+ ™
Skn” = -t -t - 1 1 = (a1a2) t t
a; t+a, + 1 at + a,
as o oayt
tn tn
af = —2k ve S,Etr)l =4 1% _ ldugundan

art+ast

SIE,_nt) — (_z)t(l—n)slg?l

elde edilir. m

Teorem 4.7.6. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin terimleri arasindaki limit

degeri
®)
l. Sk,n+1 _ t
kn
dir.
Ispat.
) tn+t tn+t , t t tn+t tn+t
lim Skn+1 lim Qy + a; a; +am o + a;
n-oo S}Etr)l noo it tay,t a4 a, noo ot 4yt

tn+t
(alt)n+1 <1 _ (2 )
= lim (al)

" @ (1- (%))

t
|a;| < a; oldugu igin lim (ﬂ) = 0 dir. Buradan

n—-oo \a71
® t\n+1
li Sk,n+1 = lim (al ) = a.t
i = i e =

bulunur. m

Teorem 4.7.7. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu

o 2 _
®) .n Skt
Spo x™ =

Z ken 1 —s,x + (—2k)tx?

n=0 !
dir.
Ispat.

Gj(x,t) = z S,Etr)l x"
n=0
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olsun.

Gyj = s,glt()) + s,gl?x + s,f,gxz + S,ng3 + -+ s,g?lx" + - (4.38)

dir. Burada (4.38) esitliginin her iki tarafi —s; ,x ve (—2)*x? ile ¢arpilirsa

—SpXGyj = —sk,txs,g,tg - sk'txzs,gl? - sk,tx3s,52 — = sk’tx"“slg?l + - (4.39)
ve
(=2k)'x2Gy; = (—Zk)txzs,gfg + (—Zk)tx3s,gl? + -+ (—Zk)tx””s,g?l + - (4.40)

elde edilir. (4.38), (4.39) ve (4.40) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa yiiksek mertebeden

k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin yineleme (rekiirans) bagintisina gore

t t t
Grj — SieXGrj + (—2k) x%Gy; = s,E’()) + slglix - xs,g'gsk,t

olmak tzere

Gy (1= spex + (—2k)tx?) = slgg + slgl?x - xs,g,tgsk,t

elde edilir. Burada S,E? =1ve s,gtg = Si oldugu i¢in, sonug olarak
’ ’ k.t
2
——X
Skt

ij(x,t) =

1 —spex + (—2k)tx?

bulunur. =

Teorem 4.7.8. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin iistel tirete¢ fonksiyonu

o t t
Z © T e’ X | oa2'x
S —=—
e kn ni at + a,t
drr.
Ispat.
® n
_ ®x
Hyj(x,t) = z Sin 7
n=0

olsun. Buradan s,ET)l nin Binet formiiliine gore,

o]

altn + aztn xTL
Hiy (1) = Z at+a,t ) nl

n=0
esitligi yazilir.
R L 1 ()" = (ot )™
e = e @ (@)
J at + ayt n! n! a5+ a,s n! n!
n=0 n=0 n=0 n=0
bulunur.
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xTL
e* = —
n!
n=0
oldugundan
ealtx + eaztx
ij(xl t) =

a b+ a,t

elde edilir. m

Teorem 4.7.9. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin {irete¢ ve iistel {irete¢

fonksiyonlarinin x gore tiirevleri

1+(—2k)tx(x—i)

Skt

D G/ =

(1—sk‘tx+(—2k)tx2)2’

t t
. , . e1 xa,lt_l_eaz xa,zt
i) H, (x) = v
dir.
Ispat.
i)
2
S "
,t
ij(xi t) =

1 —spex + (—2k)tx?

dir. Buradan x gore tiirev alinirsa

—(1 = s ex + (—2k)tx?) — <% — x) (—spe +2(—2k)'x)

ij'(x) =

1—spx+ (—2k)tx? 2
(1= Sk )

1+ (=2k)tx (x - i)
Skt

1—spx+ (—2k)tx? 2
(1= Sk )

bulunur.
ii)
ealtx + eaztx
Hpi(x,s) = —————
I at + a,t
dir. Buradan x gore tiirev alinirsa
alx,, t axtx,, t
e " + e *a,

at + a,t

Hy;'(x) =

bulunur. m
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Simdi ise, tamsay1 dizileri i¢in 6nemli olan Cassini, Catalan, d’Ocagne, Vajda ve Honsberger
Ozdeslikleri yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilari i¢in hesaplanacaktir. Bu
Ozdesliklerin tiimiiniin ispatinda yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet

formiili kullanilacaktir.

Teorem 4.7.10. (Cassini Ozdesligi) Her n > 1 icin yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas

sayilari
s,gg_lslg?lﬂ - (s,gtr)l)z = (=2K) D (o, — a,) %5, 2
esitligini saglar.
Ispat.
@ 59— (t))z _ ((alt)n_l + (azt)”‘1> ((alt)"“ + (szt)"“)

S, .S
kn—-1kn+1 k,n alt + azt alt + C(zt

(@D + (@)™ (@ D" + (a)"
at + a,t a b+ a,t
altn—taztn+t + aztn—taltn+t _ Zaltnaztn

(@ + )2

altnaztn <_2 + (ﬁ)t + (ﬂ)t) (alaz)tn (alt — azt)z

1 @/ ] _ (aya,)"
(a;t + ayt)? (a;f + ayt)?
aya, = =2k ve ayt + ;' = sp, oldugundan

2
t t t — _
51&,11—1515,7)”1 - (slgr)l) = (—2k)* ™D (q, " - ;") sy 2

elde edilir. m

Teorem 4.7.11. (Catalan Ozdesligi) Her n > r icin yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas

sayilari

2
Slg,tr)l—rjlg?wr — (Slgtr)l) = (=2k)t)(q, 5" — ot 5") 25y 2

esitligini saglar.

Ispat.
®  @® ( (t))2 _ ((%t)n_r + (azt)n_r> ((“1t)n+r + (azt)n+r>

Sy o] — 1S =
kn—-r/kn+r kn alt + (Zzt alt + 0{2t

at + a,t at + a,t

B ((alt)“ + (af)”) ((alt)“ + (af)”)
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altn—traztn+tr + azrn—traltn+tr _ zaltnaztn

(@ + ;)2

tr tr
(Xltn(lztn <_2 + (g_i) + (g_;) )

(ai* + ayf)?

)tn (altr _ aztr)z
a )
(ayf + ayt)?

(iay

aya, = =2k ve ayt + a,t = sp, oldugundan

2
t t t — —
SIE,%—rSIE,1)1+r - (Slg,n) = (_Zk)t(n i (altr - aztr)zsk,t 2

elde edilir. m
Dikkat edilirse r = 1 alinirsa Cassini 6zdesligi elde edilir.

Teorem 4.7.12. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n,m tamsayilar1 igin yiiksek mertebeden
k —Jacobsthal-Lucas sayilar1

—(=2k)"™(ay" — ") (“1t(m_n) - azt(m_n))

® .©® ® ® _
Sk,m Sk,n+1 - Sk,m+1sk,n 2
(Ste)

esitligini saglar.

Ispat.
® @ ® 0 _ ((alt)m + (azt)m ) ((a1t)n+1 + (azt)nH)

S N — S
km “kn+1 km+1-kn alt + azt alt + azt

a b+ a,t a b+ a,t

_ ((“1t)m+1 + (azt)mH) ((a1t)n + (azt)n>

altmaztn+t + aztmaztn+t _ altm+ta2tn _ aztm+ta1tn

@+,
a; Mo, (et = at) + oM (et — agt)
@+
_ (a3f — ) (M ayt™ — ™ a, ™)
(a;f + ayt)?
_ tm—tn
_ (ayf — azt)(%az)m(aztm Mm—a )

(@ + )

—(=2k)"™(ay" = ;") (“1t(m_n) - azt(m_n))
B (a;t + ayt)?
dir. m
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Teorem 4.7.13. (Vajda Ozdesligi) Her n,i,jtamsayilari icin yiiksek mertebeden

k —Jacobsthal-Lucas sayilari

© © © © ~ (_Zk)tn(altj _ aztj)(alti _ azti)
Skn+i Sk,n+j - Sk,nsk,n+i+j - 2
)

esitligini saglar.
Ispat.

® ® _ 0.0
Sk,n+i Sk,n+j Sk,nsk,n+i+j

— ((alt)nﬂ + ()" ) ((%t)nﬂ + (azt)n+j>

a b+ a,t at + a,t

B (alt)n + (azf)n (alt)n+i+j + (azt)n+i+j
at + a,t a b+ a,t

tn+ti , tn+tj tn+ti ,, tn+tj tn ,, tn+ti+tj tn,, tn+ti+tj
al 0(2 J + az al J — al az J — az 0{1 J

(ayf + ay")?
altn+tia2tn(a2tj _ a1tj) + altnaztn+ti(a1tj _ aztj)
(ayf + ay")?
(altj _ aztj)(altnaztn+ti _ altn+tia2tn)
(" + a,t)?
_(a1tj _ aztj)altnaztn(alti _ azti)
(' + ;")
(—Zk)m(altj _ aztj)(alti _ azti)

(sk,t)z

elde edilir. m

Teorem 4.7.14. (Honsberger Ozdesligi) Her n,m tamsayilar icin yiiksek mertebeden

k —Jacobsthal-Lucas sayilari

® ®) ® @
Sk,m—l Sk,n + Sk,msk,n+1

alt(m+n—1)(1 + alzt) + azt(m+n—1)(1 + a22t) + (1 + (_Zk)t)(alt(m—l)aztn + altnazt(m—l))
(aif + ayf)?

esitligini saglar.
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Ispat.
RGO,

Sk,m—l Sk,n ,msk,n+1
- tNm— t
_ (@)™ + (@ )™ (@)™ + (a)"
a b+ a,t a b+ a,t

N (@™ + (a)™\ [(@, )™ + (a," )+t
a b+ a,t at + a,t
altm—t+tn + altm—taztn + aztm—taltn + aztm—t+tn
(a;f + ayt)?

altm+tn+t + altmaztn+t + aztmaltn+t + aztm+tn+t

+

(a,f + ayf)?
altm+tn—t(1 + a12t) + aztm+tn—t(1 + a22t)

(a1 + a;")?

altm—taztn(l + a1ta2t) + altnaztm—t(l + altazt)
(@7 + ;)2

alt(m+n—1)(1 + alzt) + azt(m+n—1)(1 + a22t) + (1 + (_Zk)t)(alt(m—l)aztn + altnazt(m—l))

+

(aif + ayf)?

dir. m
4.8. Yiiksek Mertebeden k —Jacobsthal-Lucas Sayillarimin Kuaterniyonlari

Bu boéliimde, bilesenleri yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilarindan olusan
kuaterniyonlar tanimlanacaktir. Oncelikle bu sayilarin kuaterniyon yapisi igerisindeki
ozellikleri verilecektir. Daha sonra s6z konusu kuaterniyonlar bir say1 dizisi olarak ele alinarak

yineleme (rekiirans) bagintis1 tanimlanacak ve temel 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 4.8.1. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari 05,5?1 ile gosterilir ve

j+s89 K (4.41)

® _ .® ® - ®
Osk’n =SpptS i1+s kn+3

kn+1 kn+2
esitligi ile tanimlanir.
Burada, 1, j, k kuaterniyon birimler ve S,Etr)l yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas sayilaridir.

Dikkat edilirse, k = 1 alindiinda yiiksek mertebeden Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari, s =

1 ve k = 1 alindiginda Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin elde edildigi goriiliir.

92



Tanim 4.8.2. (4.41) esitliginde verilen yiliksek mertebeden Kk —Jacobsthal-Lucas
kuaterniyonlarinin gergel kismi Re(Os,E,t%) ile gosterilir ve

Re(Os,E?L) = s,Etr)l
dir. Vektorel kismi ise Vec(Os,E?l) = v ile gosterilir ve

—_ J® ®
- Sk,n+1]1 + Sk,n+2

v jj+s(t) k

®
Vec(osk,n) kn+3
dir. Buradan
OSIE?L = s,gtr)l +v

olarak yazilabilir.

Tamm 4.8.3. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin eslenigi

®»* _ .@® ®) = (I ®) 4.42
Osk,n - Sk,n - Sk,n+1]1 - Sk,n+2-u - Sk,n+3]k ( )

ile tanimlanir.

Teorem 4.8.4. Verilen (4.42) eslenigine gore yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas

kuaterniyonlarinin normu asagidaki gibi hesaplanmustir.

®OY_ [0, .®» 2, .® 2, .® 2
N(Osk,n)_\[sk,n +sk,n+1 +Sk,n+2 +Sk,n+3'

ispat. Norm tanimi geregince,

®\) ©F 5.0
(N(Osk’n)) = 05k'n OSk'n

= (Slgtr)z - Slg,tr)wlﬁ - 51&2+2ﬁ - slg,tr)z+3]k )(Slgt% + Slgfr)1+1ﬁ + Slgfr)HZﬁ + Slgfr)1+3k )
=50 450 i+ 50O i+ 5O k- s 5O+,

—s s okt 5105 — 59,505+ 59,50 k458,

s 58 i — s 5Ok — 5O s 5458, 05O i+ s,
= slg,tr)lz + Slg,t%ﬂz + SIE?HZZ + SIE?;HZ

(M(0s2)) = 507 + 50,7+, +50.]

dir. Buradan
N(058) = (5O + 500" +500a” +5000a”

dir. m
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Sonug 4.8.5. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in
OS,E?1 + Os,g?l* = Zs,g?l

drr.

Ispat. (4.41) ve (4.42) esitlikleri kullanildiginda
® O _ (.® ® = ® ® ® ® ® ®
OSk,n + Osk,n - (sk,n + sk,n+1]1 + Sk,n+2]] + Sk,n+3]k) + (Sk,n - Sk,n+1]1 - Sk,n+2]] - Sk,n+3k )

= 253 = 2Re (0s{"))

elde edilir.m

Onerme 4.8.6. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari igin

©\° _ OPRGE ® n®
(OSk’n) = —=0s;,05,, + 25,05,

dir.
Ispat.
(0542)" = (59 501+ 508 550 ) (55 550+ 058+ 05)
= (9" + (550 + (59)” + (52))
25580+ 50l + 5500 + 5058

dir. Teorem 4.8.4° den,
®) _ GPRGE GPNO)
(OSk,n) = =05, ,08, 5, + 25,08,

elde edilir. m

Kuaterniyonlarin birimlerine gore ii¢ tane eslenik asagidaki sekilde tanimlanir.

1
Tanim 4.8.7. OS,E?1 nin i ye gore eslenigi OS,E?l ile gosterilir ve
O _ ®_® s, ) s, ® 4.43
Osk,n - Sk,n - Sk,n+1]1 + Sk,n+2]] + Sk,n+3k ( )
formundadir. OS,E?I nin j ye gore eslenigi OS,E?l ile gosterilir ve
O _® . ® s ) s, ® 4.44
Osk,n - Sk,n + Sk,n+1]1 - Sk,n+2D + Sk,n+3]k ( )
® . ) € R
formundadir. Os;;;, nin k ye gore eslenigi Os,, ;,  ile gosterilir ve
® >k _ © ® - ) (®) 4.45
Osk,n - Sk,n + Sk,n+1]1 - Sk,n+2D + Sk,n+3]k' ( )

formundadir.
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Tanimlanan eslenikler dikkate alinarak, yiiksek mertebeden Kk —Jacobsthal-Lucas

kuaterniyonlarina ait norm-benzeri ifadeler asagidaki teorem araciligiyla elde edilmektedir
Teorem 4.8.8. Os,g?l nin norm-benzerleri asagidaki gibi hesaplanmistir.

2 2 2 2 2
: i () _ <® () () ® = () (B) () ®
l) (Nu (Osk,n)> - Sk,n + Sk,n+1 - sk,n+2 - Sk,n+3 + ZD (Sk,nsk,n+2 + sk,n+25k,n+3)

®) . ®) ®)
+2k(sk,nsk,n+3 + sk,n+1sk,n+2)’

2 2 2 2 2
.o j (®) _ -® ® ®) ® = (0 (D) () ®)
ll) (N]] (OSk,n)> - sk,n - sk,n+1 + Sk,n+2 - Sk,n+3 + 21 (Sk,nsk,n+1 - sk,n+1sk,n+3)

®) .(@® ®) ®)
+2k(sk,nsk,n+3 + sk,n+1sk,n+2)’
2 2

2 2 2
k () _ <® ®) ® ®) = () () () ()
lll) (N (Osk,n)> - Sk,n - Sk,n+1 - sk,n+2 + Sk,n+3 + 21 (sk,nsk,n+1 - Sk,n+25k,n+3)

af (£) (1) ®) ®)
+2B(sk,nsk,n+2 + Sk,n+1sk,n+3)'

Ispat. i) Norm tanim1 geregince,
W(05%) = Jososts”

_ ® ® - ®) - ® ®) @) - ® - ®)
- \[(sk,n + Sk,n+1]1 + Sk,n+2D + Sk,n+3]k )(Sk,n - Sk,n+1]1 +s D +s k)

kn+2 kn+3

dir. Buradan

2
i ®) —(.® ®) = @ - ®) ®) ® - ® = ®
<NH(OSk,n)) - (Sk,n + Sk,n+1ﬂ + Sk,n+2]] + Sk,n+3]k )(Sk,n - Sk,n+1]1 + Sk,n+2]] +s k)

kn+3
_ O, O s O s (O (0 ® Oz, (& 2
- Sk,n + Sk,nsk,n+1]1 - sk,nsk,n+2]] + Sk,nsk,n+3k + Sk,n+lsk,n]1 + Sk,n+1
® ®) ®) @) ®) )=
- sk,n+1sk,n+2]k - Sk,n+1sk,n+3]] + Sk,n+25k,n]]
® O ® 2, .® ® i, 0 ©®
- sk,n+25k,n+1]k - Sk,n+2 + Sk,n+25k,n+3]1 + Sk,n+3sk,nk

2
_.® ® =_ .® ® =_ .@®
Sk,n+3sk,n+1]] Sk,n+f’>sk,n+2]1 Sk,n+3

N5 RN (> BN (5 N (> B SN () BN () ®
_sk,n +Sk,n+1 _Sk,n+2 _Sk,n+3 +2D(Sk,nsk,n+2+Sk,n+25k,n+3)

®) .(© ®) ®)
+ Zk(sk,nsk,n+3 + Sk,n+1sk,n+2)

bulunur.

ii) ve iii) benzer sekilde gosterilir. m

95



Sonu¢ 4.8.9. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari i¢in asagida verilen

esitlikler saglanir.

. t £) st t t
i) 05,5'1)1 + 05,5,7)1 =2 5,57)1 + S,E‘BH.Z

J +s® ]k),

kn+3

. *
ii) 05,5?1 + 05,&?1

2 (Slgtr)l + Slg,tv)1+1ﬁ + Slg,t71+3k )'
) 050+ 05" =2 ({0 + st + 58001,
W) 05"+ 05" =2 (50 + 57 5k),
v) 05" o 05 W (589 + 50,43 ),
vy 05+ 050" =2 (s + 500
Ispat. Sonug (4.43), (4.44) ve (4.45) esitlikleri kullanilarak gosterilir. m

Bir sonraki teorem ile yiliksek mertebeden k — Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin terimlerini

bulmak i¢in 6nemli olan Binet formiili verilecektir.

Teorem 4.8.10. Yiiksek mertebeden k — Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilii

asagidaki gibidir.
© _ (@)"ar + (@ )"ay (4.46)
Osp, = . . .
’ ot +a,
Burada,
@ = (1+ (@) + ()" + (@, )" 2 k),
@ = (1+ (a;)"i + (@)™ + (a2)"?k)
dir.

Ispat. (4.41) esitliginde S,Etr)l sayilarinin Binet formiilii kullanilir. Buradan

§+5s9 Kk

kn+3

_ ((alt)n n (azt)n> N ((alt)n+1 n (azt)n+1> - ((alt)n+2 n (azt)n+2>],]

a b+ a,t a b+ a,t at + a,t

® _ © @) = @®)
Osk,n - Sk,n + Sk,n+1]1 + Sk,n+2

N (alt)n+3+(a2t)n+3 K
a b+ a,t

_ ()" (1 + ()™ + ()™ + (a,5)"2K)
= b+ a,t 1 1 J 1

i ( (a")™

at + a2t> 1+ (aDH)™ + (azt)nﬂﬁ + (a")"?k)

96



(a1t)n& (azt)nﬁ (a1t)n + (“2 )a,
- at+a,t a b+ ayt a b+ a,t

elde edilir. m

Teorem 4.8.11. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 i¢in yineleme

(rekiirans) benzeri bagintist

0s®

kn+1

_SktOS(t) (—Zk)tOS,E?l_1

esitligi ile verilir.

Ispat.
tyn+1~ tyn+1~ tn+t~ tn+t 7~ tn t =~ tn t =~
0s® C(@O)"a + (@) e, "Mt e ey o Mata g
kn+1 — -

a b+ a,t a b+ a,t B a b+ a,t
dir. Burada pay kismina a, " a, ‘@; ifadesi eklenip ¢ikarildiginda

altn(lltaq + aztnazta{; + (thn(llt@ - (thn(llt@

t)
0s’
kn+1 — alt + azt
t(p tha tn—~ tn,, t=~ tn,, t=—
_ ("o + 0" @) + @ — ap ey
a5+ ays
tn,, t=~ tn,, t=~
tn () , G2 A2 0y — Uy A1 Uy
=a,°0s, + . :
' at+a,
50s® 1 a, M a; —a ey '
= (' +ayt —ay )0s;; 7 - .
at+a,
t/\
"a,ta, —a, ot
t t 2 2ot
= (a,t + azt)Os( ) aztOs,EB1 + -
' a b+ a,t
_ (t) tn,, t=—~ tn,, t=~ t, tne~ t, tna
_SktOS P t(“z ', —axa ey — at oty — ayta )
a;" T az
= S tOs,E’?1 +— - (e — aptaMay)
’ ’ at+a,
t
® (a1a3) et tn—t =
=S,.0s, . ————(a;"" "oy + a," '@3y)
ATTRL gt 4 oyt
alt(n—l)a: + azt(n—l)@
- Sk tOS (alaZ) t t
at+a,
t(n—-1) 7~ t(n—-1) 7=
t (24 a1t+a a o« qe .
bulunur. a;a, = —2k ve OS,E )_1 == L 2 esitliklerinden,
n art+a,t
() _ () tna®
OSgne1 = Skt08; — (=2k)'0s) ;4

elde edilir. m

97



Teorem 4.8.12. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari, n ve t nin negatif

degerleri i¢in asagida verilen esitlikleri saglar;

. (t) _ —tn azmc’r]+a1m@
) 052, = (-2 IS

i) 0s{') = (-2k)0s)

kn’

i) 0ss0 =—0s", (=2k)@nD,

Ispat. (4.46) ifadesi kullanildiginda;

i)
—tn=— —tn =~ C/Z; ﬁ t\n =~ t\Nn A~
0s® %" +a,7""a, a7 g, (ap")"a + (o)
k—n — = =
n at + ayt a b+ ayt (araz)™(art + ayt)
a,a, = —2k oldugundan
0s® = —(=2k)~tn a, "0+ a7
k,—n — t t
' at+a,
dir.
ii)
_ aa; + oo, oay + a,a, ot + s,
G R S 2 Oy a1 2 Oy 01y 2 Ay
Sk—n = —t -t —t -t 1 1
a; t+a, a, t+a, 1 1
; ;
aq a;
- (v )tal a; + a,a,
= (a1a;
at + a,t
tn >~ tn -~
. t a ai+a a -
dir. @@, = —2k ve 0s) = L% % 145undan
kn at+a,t
1 2
-t _ (_ tn®
Osi_n = (—2k) Osy 7
elde edilir.
iii)
a az
050 = a,""ay + a,"a; o™ att atay + o', (aay)t
fon a;"t+at 1 1 (aja)™ a b+ ayt
at ot
a,a; + a,t"a,
— ttn-1) 22 "1 1 "2
- (a1a2) t t
at + ay
dir. ¢y, = —2k ve i) den,
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OS,E t) _ _ (t) ( Zk)t(Zn 1)

elde edilir. m

Teorem 4.8.13. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin iireteg

fonksiyonu
o 2 _
(t) Jk,s
Z s
a kn® =7 — Jrsx + (=2k)Sx?
dir.
Ispat.

Gijq(x,8) = z OS(t)

olsun. Buradan
Gjqg = OS,E?) + OS,E,?X + OS,ng2 + 05,52353 + -+ OS,E?lx" + - (4.47)
dir. Buradan (4.47) esitligin her iki tarafi —s, ;. x ve (—2k)*x? ile ¢arpilirsa

® s -

—Si,tXGrjq = —SiX0S, o — Sy x>0 Sk, tx305(t) e — sk,tx"“Os,E?l + ... (4.48)

ve
(—2k)tx%Gyjq = (—2)'x%0sg + (-2)'x30s] + (—2)tx*0s) + (4.49)
+(-2)'x"0s) +
elde edilir. Buradan (4.47), (4.48) ve (4.49) ile verilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa yiiksek
mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin yineleme (rekiirans) bagintisina gore
Grjq — SieXGrjq + (—2k) x%Gyjq = OS(t) + OS(t) — 5, txOs(t)

olmak tzere

2
Grjq(1 — spex + (—2k)'x 2)—;+x—2x

elde edilir. Sonug olarak

2
——x
Skt

1 —spex + (—2k)tx?

ijq (x,5) =

dir.m
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Teorem 4.8.14. Yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarmin {istel iireteg

fonksiyonu
i()(t)x die™™ + @pes*
8 ! at + ayt
dir.
Ispat. Hyj,(x,5) = X OS = olsun Buna gore,

[0¢]

H,. (x5) a,ay + ayag | x"
ki X,S) = —
Jar Z at+ a,t n!

n=0 n=0
a, = (a fx)™ a, = (aytx)™
a b+ a,t o n! at+ aztn_o n!

=Y 0 xn—rll oldugundan

t t
— e~ _aytx 4 At
a; it a; pat% _ aje + e

P at a b+ a,t at + a,t

ijq (x) S) =

elde edilir. m

Teorem 4.8.15. Her n,m € Z yiiksek mertebeden k —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 igin

genellestirilmis lirete¢ fonksiyonu

© 05,&?,)71—(—2)t051((f2(m_1)x
Os x™ =
Z kntm 1 —spex + (—2)tx?

drr.

Ispat. Yiiksek mertebeden Kk —Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarinin  Binet formiiliinii

kullanildiginda
Z OS(t) n B Z (altn+tma + a, tn+tm@> xn
kn+mX i at + a,t
~ (a Eyn+megs i a,t)ma; i
_n=o alt+0(2 o a b+ a,t

—_ tm o o
a1 non 052“2
=t t a,"x tat
at+ay a1 +a
n=0 n=0
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1 2 0 1
Ga,™ < 1 )+ ™ < 1 )
S\ttt )\ —aytx a b+ ot )\l —a,tx

a o™ — ayaMaytx + ayat™ — @aztmaltxl

(alt + azf) l 1—(a;t +a,)x + ()t x2
(e

a o™+ aya,t™
1—Spex +(—2)tx2

_ (ara)t @y (o)™ 1 + @(azt)m_l)xl

1—spex +(—2)tx2

(®) (®)
_ Osk,m(t)_(_Z)tosk,t(m—l)(t)x _ Osk,m_(_z)tOSk,t(m—l)x
1—spex + (—2)tx2 1—spx + (—2)x?

elde edilir. m

Yardimer Teorem 4.8.16. @; = (1 + ()" + ()" + ()2 Kk), @ =1+

()™ + (@)™ + (ayt)™?k) olmak iizere

a0, =0 — VP (4.50)
ve
a,0, = o0+ v (4.51)
dir. Burada
0 = (1= (=2k)" = (=2k)™*t = (=2k) ™28 + 5 il + Spensed + Skens2ck),
v = (=2)" = (=2)Tsyf + (=2)7K,
¢ = (" —a;")
dir.

Ispat. (4.50) esitliginin ispat1
aity = (14 ()" + (@™ + (@ )" R (A + (@)™ + (@)™ + (@) k)
=1+ ()" + ()" + (@) 2k + (a )™ — (a; )™ (a)"
+ ()™M (@) k= ()™M (@) 2 + (@)™
— (@)™ (@) ™k — (@)™ (@)™ + (@) (a, D)2
+ (@)™ 2K + (@)™ 2 ()™ — (52 (a,t)" i

_ (alt)n+2 (alt)n+2
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= (1 — (—2k)™ — (=2k)™*t — (=2k)+2h)
+ (altn + aztn + altn+ta2tn+2t _ altn+2ta1tn+t)ﬁ
+ (altn+t + aztn+t _ altnaztn+2t + altn+2ta2tn)jj
+ (altn+2t + aztn+2t + altnaztn+t _ altn+ta2tn)]k

= (1= (=20)™ = (=20 — (=22 + 5 nd + Sy emaed + Sk ensack)
- (_Zk)tn+t(a1t - azt)ﬁ+(_2)m(0{12t - a22t)ﬁ
— (=2)™(a;" — @)k

= (1= (=2K)™ = (=2k)™H — (=2K) ™42 4 Sy pnll + Sk ensed + Sken+ack)
— (=2)"™(ay" — ) (-2 — (o' + a)j + k)

= (1= (=2K)™ = (=2k)™* — (=2K) ™28 4 54 pnll + Sk ensed + Sken+ack)
— (ay" - azt)((_z)thﬁ - (_z)tnsk,tﬁ + (_Z)tnk)

=0 —Vp

elde edilir. Benzer sekilde (4.51) in ispat1 yapilir. m

Teorem 4.8.17. (Vajda Ozdesligi) Her n,m,r € Z igin
0s® 0s®

kn+m kn+r

) (=2k)(a, ™ — a,t™) ((aztr — ;"o — Sk,tOSIE?U(P)

(@ + ;)2

— OS,E?IOS(t)

kn+m+r

drr.

Ispat. 05,5?1 kuaterniyonlarinin Binet formiilii kullanildiginda,

kn+m kn+r kn kn+m+r
3 (alt)n+maz + (azt)n+m@ (alt)n+ra + (azt)n+r@
at + a,t a b+ a,t

B (alt)naz + (azt)n@ (alt)n+m+raq + (azt)n+m+r@
a b+ a,t a b+ a,t

tn+tm~,, tn+tr~ tn+tm~ , tn+tr— tns~,, tn+tm+tr o~ tnz~,, tnttmtr —~
al alaz az + 0(2 azal al - al 0(1012 az - az azal (ll

(" + ayf)?
altnaztn+tr@@((x1tm _ aztm) + altn+tra2tn@&;(a2tm _ 6Kltm)

(@7 + ;)2

a; Moy (M — ") (a g — g an)
(@ + ;)

bulunur. Yardimei Teorem 4.8.16 dan,

102



OS(t) OS(t)

kn+m kn+r

_ (—Zk)tn(aﬁtm - aztm)(aztr(c - U‘P) - “1”(5 + UQD))
B (ayf + ayt)?

— 05,2205(5)

kn+m+r

B (_Zk)tn(altm _ aztm)(aztro. _ aztrv(p _ altro _ altrv(p)
B (" + ayt)?
_ (_Zk)tn(altm _ aztm)((aztr _ altr)o _ (altr + aztr)v¢)

(@ + ;)2

(—2K)™ (e, ™ — &, ™) (27 = 7)o = 5,059

(@ + ;)2

elde edilir. m

Sonug 4.8.18. (Catalan Ozdesligi) Her n,[ € Z igin

2 (—Zk)t(n_l) (sztl - “1”) ((“2 tH_ altl)(’ - Sk,tOS;E,tl)WP)

®) ®) ®
OSkn-10Skne1 — (Osk,n) @t +a,0)?
dir.
Ispat. Teorem 4.8.17. Vajda 6zdesliginde m = —I ve r = [ alinirsa,
© © o\ (=2k) =D (gt — g ) ((aztl — ;Mo — Sk,tOS]E,tl)v(p)
OSkn-10Skne1 — (Osk,n) = @t +a,0)?

elde edilir. m

Sonug 4.8.19. (Cassini Odesligi) Her n € Z igin

(~20)" (@, — %) (@' = )0 = 51, 059

(@, + a,")?

©  H® ®) _
Osk,n—lask,n+1 - (Osk,n) -
dir. m

Ispat. Teorem 4.8.17. Vajda 6zdesliginde r = 1 ve m = —1 alinirsa,

— t(n-1) t _ t t _ o Y\~ ®
kn—-1Y°kn+1 kn - (alt + azt)z

elde edilir. m

Sonug 4.8.20. (d’Ocagne Ozdesligi) Her n, [ € Z igin

s GPNG) (=20 (@, 7 — ") ((azt —a;")o — Sk,tOS]E?U(p)
OSk'l OSk‘nH ) OSk»TlOSk.Hl ) (at + ayt)?

drr.
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Ispat. Teorem 4.8.17. Vajda 6zdesliginde m + n = [ ve r = 1 alinirsa,

) 0s® ®©n® (—20)"(a," ™ — a" ™) ((azt —a;")o — sk,tOS;E?vfp)
P50k = OSn Ot = (@, + a,t)?

elde edilir. m
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5. SONUC ve ONERILER

5.1. Sonug¢

Bu tezde sonug olarak, yliksek mertebeden Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas sayilar1 ve bu sayilarin
kuaterniyon formlar1 tanimlanmigtir.Bu sayilarin genellestirilmesi olarak k —Jacobsthal,
k —Jacobsthal-Lucas sayilarmin yiliksek mertebeden formlar1 tanimlanip kuaterniyonlari
incelenmistir. Oncelikle Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarm yeni bir Binet benzeri
formiille yiiksek mertebeden formlar1 tanimlanarak genellemesi incelenmistir. Bu sayilarin
temel Ozellikleri olan yineleme (rekiirans) bagintisi, iireteg¢ fonksiyonu, iistel lirete¢ fonksiyonu,
negatif indisli terimleri ve bazi 6nemli Cassini, Catalan, d’Ocagne ve Vajda 6zdeslikleri
hesaplanmistir. Ardindan, bu sayilar kuaterniyonlarla iligkilendirilerek yiliksek mertebeden
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarnin kuaterniyonlari tanimlanmistir. Bu sayilarin hem
kuaterniyon 6zellikleri hem de say1 dizisi 6zellikleri detayli olarak incelenmistir. Daha sonra,
yeni bir Binet benzeri formiil ile yiiksek mertebeden k —Jacobsthal, k —Jacobsthal-Lucas
sayilar1 tanimlanmis, temel 6zellikleri incelenmis ve bu sayilarin Cassini, Catalan, d’Ocagne ve
Vajda gibi 6nemli 06zdeslikleri hesaplanmistir. Bu sayilarin genellestirilmesi olarak
kuaterniyonlar1 tanimlanmis ve oOzellikleri incelenmistir. Ardindan sayi dizisi 6zellikleri
incelenmis ve dnemli 6zdeslikler hesaplanmistir. Bu tez ¢aligmasinda teorik olarak gelistirilen
yiiksek mertebeden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari, sadece soyut bir cebirsel
yapt sunmakla kalmayip ayni zamanda asagida verilen ¢esitli uygulamali alanlarda da

potansiyel kullanima sahiptir.

e Sinyal Isleme: Jacobsthal dizilerinin ikili say1 sistemleri ve kodlama teorisindeki roli,
yiiksek mertebeden s parametresiyle birlestiginde, sinyal ¢oziiniirliigiiniin farkl
Olgeklerde analiz edilmesine imkan tantyabilir.

e Robotik ve Dontigiimler: Kuaterniyonlarin 3D rotasyonlardaki kararlilii, bu tezde
sunulan yiiksek mertebeden dizisel bilesenler sayesinde hareket yoriingelerinin daha
esnek ve parametrik olarak kontrol edilmesine altyap1 olusturabilir.

e Kiriptografik Giivenlik: Yeni tanimlanan genellestirilmis 6zdeslikler (Cassini, Catalan,
Vajda), veri sifreleme algoritmalarinda anahtar uzayinin (key space) genisletilmesi ve

karmagikligin artirilmasi i¢in matematiksel bir temel sunmaktadir.
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5.2. Oneriler

Bu tezdeki caligmalar kuaterniyonlarin bir genellemesi olarak oktoniyonlara uygulanabilir.
Yiiksek mertebeden bu diziler baska farkli say1 dizilerinde tanimlanarak bu sayilarin

kuaterniyonlar1 incelenebilir.
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