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OZET

SABIT NOKTANIN GEOMETRIK YAKLASIMI

Tugba ARSLAN

Yiiksek Lisans Tezi, Erzincan Binali Yildinm Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Nesrin MANAV TATAR
2025, 41 sayfa

Bu tezde Sabit Nokta Teorisi konusunda 1922'denbu yana (Banach, 1922) calisilanteoremlerin
ve biiziilme-tip doniisiimlerinin Genellestirilmis Metrik Uzaylarda Sabit Nokta teoremleri
ornekleri yardimiyla bu g¢alismada verilmistir. Bu 6rnekler sabit geometrik sekiller olarak
bilinen elips, cember, hiperbol gibi sekillerin bilinen tamimlarinin bu uzaylarda yeni bir bakis
acis1 verilmesiyle gergeklesmistir. Bu sekillerin iginde verilen metrik uzayin kosullarim
saglayan orneklerin hangi biiziilme doniistimleri yardimiyla ve hangi kosullar altinda saglandigt
aciklanmistir. S-metrik uzayr ve Sp-metrik uzay1 tlizerinde Proinov tipi E-biiziilmesini, Jleli-
Samet tipi ve (0,a,B) tipi biiziilme doniisiimlerinin genellestirilmeleri kullamlarak ilgili
kosullar verilmis ve sirasiyla ¢ember, elips, hiperbol, Cassini egrisi, Apollonius egrisi

orneklerinde bu biiziilmelerin yapis1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit elips, Sabit hiperbol, Sabit gember



ABSTRACT

A GEOMETRIC APPROACH TO THE FIXED POINT

Tugba ARSLAN

Master’s Thesis, Erzincan Binali Yildinm University, Institute of Science and
Technology,
Department of Mathematics
Advisor: Asst. Prof. Dr. Nesrin MANAV TATAR
2025, 41 pages

In this thesis, the theorems and contraction-type transformations studied on Fixed Point Theory
since 1922 (Banach, 1922) are given in this study with the help of examples of Fixed Point
Theorems in Generalized Metric Spaces. These examples were realized by giving a new
perspective to the known definitions of fixed geometric shapes such as ellipse, circle and
hyperbola in these spaces. In these figures, it is explained with the help of which shrinkage
transformations and under what conditions the examples that meet the conditions of the given
metric space are met. The relevant conditions are given by using the generalizations of Proinov
type E-contraction, Jleli-Samet type and (0,0,B) type shrinkage transformations on S-metric
space and S_b-metric space, and the structure of these contractions are examined in circle,

ellipse, hyperbola, Cassini curve and Apollonius curve examples, respectively.

Keywords: Fixed ellipse, Fixed hyperbola, Fixed circle
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1. GIRIS

Sabit nokta calismalar1 hem matematik¢iler hem de uygulamali bilimler iizerine c¢alisanlar i¢in
cok onemli olmustur. Yani sadece matematik alaminda degil fizik, biyoloji bilgisayar bilimleri,
mithendislik gibi bir¢ok alanda da sabit nokta teorisi kullanilir.

X bos olmayan bir kiime olmak tizere T:X — X bir doniislim olsun. xeX sabit noktasinin

olabilmesi igin T (x) = x kosulunu saglayan x noktasina sabit nokta denir.

Matematigin farkli dallarinda, farkli uzaylar tizerinde sabit noktalarin varligi ve tekligi ile ilgili
calismalar yapilmustir. Geometri dali da bunlardan bir tanesi olmustur. Ornegin sabit cember,

sabit hiperbol, sabit elips, sabit Cassine egrisi vb. Sabit Nokta teorisinden yararlamlmustir.

Tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremi ilk kez 1922 yilinda Stefan Banach tarafindan
bliziilme doniisiimii kavramu ile ¢alisilmustir. Banach Biiziilme Prensibi adim alan teorem bir
doniisiimiin sabit noktasimin varligim ve tekligini garanti eder. Bu teoremin ifadesi soyledir:
(X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir bliziilme donlisimii olmak tiizere her x,yeX igin
d(T(x),T(y)) < kd(x,y) olacak sekilde bir ke[0,1) varsa T doniisiimiiniin X’de bir tek sabit

noktas1 vardir.

Fakat bazi fonksiyonlarda iki tane yani birden fazla sabit nokta ¢ikmustir. Ornegin: T:[0,1] —
[0,1] tanimlannus bir doniisiim Tx = x? fonksiyonundaki sabit noktalar x = 0 ve x = 1 olmak
iizere iki tanedir sabit noktanin birden fazla ¢ikmasi geometrik ¢alisma yapmaya iten neden
olmustur.Bu ¢alismada ise sabit nokta teorisindeki biiziillme durumu genellestirilerek b-metrik
uzay S-metrik uzay yardimiyla bir Sj,-metrik uzayr tanimlanmustir.

Matematikte hala gelismekte olan bir dal, fonksiyonel analiz ve topoloji ile baglantili olan sabit
nokta teorisidir. Hizla genisleyen dogrusal olmayan operatorler ve dogrusal olmayan analiz
alanlar1 biiyiik 6l¢lide sabit nokta teorisine dayanir. Bu bilim dali hala olduk¢a yenidir, ancak
hizla biiylimektedir. Sabitnokta teoremleri ve sabit noktalari, topoloji, diferansiyel denklemler,
ekonomi, oyun teorisi, optimal kontrol, dinamik ve fonksiyonel analiz gibi ¢ok sayida alanda
tarihsel olarak temel teorik araglar olmustur. Sabitnokta yontemleri, sabit noktalar1 hesaplamak
i¢in etkili yontemler ve kavramin uygulamalar i¢in dnemini biiylik 6l¢ilide artiran dogrulugun

gelismesi sonucunda uygulamali matematigin cephaneliginde 6nemli bir ara¢ haline gelmistir.



Genel topoloji, kiime teorisi, fonksiyonel analiz ve cebirsel topoloji gibi matematigin 6nemli
alanlari, sabit nokta teoremleri i¢in ideal baglamlar saglayanlardan sadece birkagidir. Sabit
nokta teoremleri, potansiyel teorisi, yaklagim teorisi, matematiksel ekonomi, oyun teorisi,
diferansiyel denklemler teorisi ve digerleri dahil olmak iizere ¢esitli disiplinlerde bu alanlardaki
sorunlar1 yamtlamak i¢in kullamlir. Birisi integral, diferansiyel veya fonksiyonel denklemler
sistemi konusunda, sabit nokta teoremlerini kullanarak miihendislik ve bilimden cesitli

sorunlar1 analiz etmek miimkiindiir.

Nokta metodolojileri, kontrol sistemleri ve elastikiyet endiseleriyle ugrasirken, bu yaklagim
oldukca faydalidir. Younis ve digerleri 2022'de ¢ok asamali bir islemle ilgili dinamik bir
programlama problemini temsil eden bir fonksiyonel denklemi ¢6zdiiler ve bir roketin yiikselen
hareketini gosteren dogrusal olmayan bir modeli ¢ozdiiler. Elastik kiris deformasyonu
modeliyle basa ¢ikmak icin grafiksel daralmalarim kullandilar ve esas olarak miihendislik
zorluklariyla iliskili ¢esitli modeller icin ¢oziimlerin varligina iliskin ¢agdas uygulamalara
odaklandilar. Kimyasal reaksiyonlar, sabit durum sicaklik dagilimlari, salginlar, ekonomik
teoriler, Notron tagima teorileri ve akiskan akisi gibi ¢esitli alanlarda ortaya ¢ikan fenomenleri
temsil eden cesitli matematiksel modellerin (varyasyonel esitsizlikler, integral, kismi ve
diferansiyel denklemler vb.) ¢oziimlerini gdstermek icin sabit nokta teoremleri mevcut en
Oonemli araglardan biridir. Ayrica, bu sistemler i¢in uygun merkezi se¢menin ne kadar zor

oldugunu incelemek i¢in de kullanilirlar.

Poincare'yi takiben, baslangicta Banach tarafindan kurulan metrik sabit nokta teorisi, metrik
uzaylarda (MS) hem dogrusal hem de dogrusal olmayan ifadeleri kapsayacak sekilde onemli
Olgiide genisledi. 1968'de Kannan, Banach tarafindan kullamlan tek terimli d (x,y) yerine
d (x,Tx),d (y,Ty) terimlerini kullandi; bunun {izerine Chatterjea teoriyi genisletmek igin
d (x,Tx),d (y,Ty) terimlerini kullandi. Yine Riech, Banach ve Kannan tarafindan kullamlan
ti¢ terimi birlestirerek biiziilmeyi tammladi. Daha sonra 2023'te Alam ve arkadaslar1 teoriyi
genellestirmek icin yardime1 fonksiyonlar: kullanarak rasyonel daralmalari tammladi. Metrik
uzayin daha da genisletilmesi olarak Sedghi ve arkadaslari, S-metrik uzayr sundu. S-metrik
uzayin G-metrik uzaymn bir uzantis1 oldugu iddiast da onlar tarafindan yapilmustir. Birkag
arastirmaciya gore bu iddia yanlistir. Ek olarak, S-metrik ve G-metrik simflarinin her ikisinin
de farkli oldugu iddia edilmektedir. b-metrik uzaymn yeni bir kavramu ilk olarak Bakhtin

tarafindan gelistirilmigtir. Czerwick, Bakhtin kavramindan 6nemli 6l¢iide yararlanmustir.



S-metrik ve b-metrik fikirlerini birlestirerek, Souayah ve Mlaiki S-metrik uzay fikrini
olusturmustur. Sp,-metrik uzayin daha genis bir tammmu Rohen ve digerleri tarafindan
saglanmistir. Arastirma yayinlar1 S,-metrik uzay hakkinda ek bulgular sunmaktadir. Elbette,
tiim bu fikirleri kisa bir genel bakista ele almak imkansizdir. Bu ¢alismada, metrik kavraminin
en ilging genellemelerinden biri olan Sp,-metrik yapidaki sabit nokta teorisinin genellemelerini
Ozetlemekle simrliyiz. Sp-metrik tammum agiklamadan 6nce, 6z-kontrol i¢in S-metrik ve

b-metrik terimlerini hatirlayalim.



2. KAVRAMSAL CERCEVE ILE ILGILI CALISMALAR

Bu tez calismasinda temel kavramlar tammlar verilecek ve bu kavramlar bazi ornekler ile

desteklenecektir.

2.1. Metrik Uzaylar

2.1.1. Metrik uzay

Tamm 2.1.1

X # ¢ bir kiime olsun. d: X X X — R bir fonksiyon olsun. Her x,y,z € X igin,

M1)d(x,y) =0, d(x,y) =0 ©&x=y

M2) d(x,y) = d(y,x)

M3) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (ticgen esitsizligi)

Aksiyomlarim sagliyorsa d fonksiyonu X iizerinde bir metrik (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir.

2.1.2. b- metrik uzay

Tamm 2.1.2

X bos olmayan bir kiime olsun, b > 1 belirli bir reel say1 olsun ve

d: X XX - [0,0) V x,y,z € X i¢in agagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon

(b)) d(x,y) =0 x=y

(by) d(x,y) = d(y,x)

(b3) d(x,z) < b[d(x,y) +d(y,2)]

Bu durumda d fonksiyonu X iizerinde bir b — metrik olarak adlandirilir. (X, d) g¢iftine ise

b- metrik uzay denir (Bakhtin, 1989).
2.1.3. S-metrik uzayi
Tamm 2.1.3

X bos olmayan bir kiime olsun,

S:XXXXX—>[0,0)V q,w,t,a e X igin asagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon



S)S(@w,t)=0e=qg=w=t

(S2) S(qw,t) £S(q,9,a) +S(w,w,a) + S(t, t, a)

Bu durumda S’ye X tizerinde bir S-metrik denir ve (X, S) ciftine de bir S-metrik uzay1 denir
(Sedghi vd., 2012).

Lemma 2.1.1

(X,S8)'nin bir S-metrik uzay oldugunu varsayalim. O zaman

S(q,qw) = S(w,w,q) (2.1.3)
Esitlik (2.1.3) bir S-metrik uzay {izerinde bir simetri 6zelligi olarak diistiniilebilir (Sedghi vd.,
2012).

Tamm 2.1.4
(X, S) bir S-metrik uzay olsun.
1. X' de ki bir {g,,} dizisi q'ya yakinsar ancak ve ancak n — oo iken S(q,,qn,q) — O yani
vn = ng, Ve > 0i¢in S(qn qn,q) < €olacak sekilde bir ny € N vardir. Bunu asagidaki
gibi gosterelim.

lim g, = q veya lim S(qy, qn,q) =0
2. X'deki {gq,} bir dizisi, n,d - o ikenS(q,, qn,q4) — 0 ise Cauchy dizisi olarak
adlandirilir. Yani, Vn,d = ngyigin, Ve > 0 i¢in S(q,,q,,q) < € olacak sekilde ny, € N
vardir.
3. Her Cauchy dizisi yakinsak ise S-metrik uzay (X, S) tam uzay olarak adlandirilir (Sedghi
vd., 2012).
Asagida, bir metrik ile bir S-metrik arasindaki iliskiyi goriiyoruz.

Lemma 2.1.2

(X, p) bir metrik uzay olsun. O zaman asagidaki 6zellikler saglamr (Hieu vd., 2015):
1. S,(q,w, t) = p(q,t) +p(w,t) her q,w,t € X icinY iizerinde bir S-metriktir.
2. (X,p)'deq, - q o (X,5,)'deq, — qolur,

3. {gn} (X,p)'de Cauchy'dir & {q,} (¥,S,)"de Cauchy'dir.

4. (X,p) tamdir & (X,S,) tamdur.

Sp, p metrigi tarafindan iretilen S-metrik olarak adlandirilir. Literatiirde, (Hieu & Dung, 2015,

Ozgiir & Tas, 2017) herhangi bir metrik tarafindan iiretilmeyen bazi S-metrik drnekleri vardir.



Son zamanlarda, yukaridaki tammlar1 ve Lemma 2.1.3 kullanilarak, S-metrikuzayda farkli

tekniklerle bazi sabit nokta sonuglar1 verilmistir.

Lemma 2.1.3
(Y, S) bir S-metrik uzayr ve {g,,} Y icerisinde Cauchy olmayan bir dizi olsun ve
rlll—r>£10 S(Gn Gn qn+1) = 0

O zaman {q,}vee > 0igin{qy, } ve{q,, } adliiki alt dizisi vardir; dyle ki

lim S(an+1’ an+1’q1’k+1) = ,11_{20 S(an’an’qvk) (62)

k—oo

= ’ll_)n(}o S(an+1’ npyrr qu) (6'3)

= lim S(qn,, 1) Qg Togsn) =€
N:Y - Y bir doniisiimi ve 8 : Y X Y — [0, 00) bir doniisiim olsun. Asagidaki ifadeler
saglamyorsa N, liggen 6 —orbital gecisli (kisaca, 0-ii.0.g.) olarak adlandirilir (Popescu vd.,
2014):
(o) Herhangi birq € Yi¢cin8(q,Nq) = 1 = 6(Nq,N?%q) = 1,
(t,) Herhangi bir g,w € Yi¢inf(q,w) = 1ve8(w,Nw) > 1 = 0(q,Nw) > 1

Lemma 2.1.4
Y # @ve{q,}, N'nin bir 0-ii.o.g oldugu herhangi birv € N i¢inY tizerinde
qv = Nqy_q
olan bir dizi olsun. 6(qo, Nq,) = 1 olacak sekilde Y tizerinde q,€Y varsa, o zaman
Hern,v € Nigin6(q, q,) = 1'dir (Popescuvd., 2014).

2.1.4. §p,-metrik uzay

Tamm 2.1.5

X bos olmayan bir kiime olsun, b = 1 herhangi bir reel sayi olsun. Bir S,: X X X X X — [0, o0)
fonksiyonunun S;-metrik olarak adlandirilmasi i¢in gerek ve yeter kosul oldugu V x,y,z,a €
X 1icin agsagidaki kosullar1 saglamasidir.

S)S(x,y,2) =0 ©x=y=2z

(S2) Sp(x,y,2) < b[Sp(x,x,a) + S,(y,y,a) + S,(2,2, )]

Bu durumda (X, S} ) ciftine de S}, -metrik uzayi denir.



Bir S, -metrik uzayr aynt zamanda S-metrik uzayinin bir genellemesidir ¢iinkii her S-metrigi
b =1 olan bir S,-metrigidir. Ancak bu ifadenin tersi asagidaki ornekte de goriildiigi gibi her
zaman dogru degildir (Sedghi vd., 2016).

Ornek 2.1.1
X = Rolsun ve S, fonksiyonu V x,y,z € R
1
$506,9,2) = S(x,3,2)* = = (x =yl +ly — 2] + |x - 2])?
seklinde olsun. S, b = 4 i¢in bir S,-metrik olur. Fakat S-metrik degildir. Clinkii Tanim 2.1.4
deki (S;)sartt b = 4 olmasi durumunda saglanmaktadir. Tanim 2.1.3 de verilen (S,) sartin1 S,

fonksiyonu saglamamaktadir (Tas ve Ozgiir, 2021).

Tamm 2.1.6
(X,S,) b = 1igin bir S,-metrik uzay olsun ve x, € X r > 0 olsun. Merkezi x, ve yarigapi

7 olan cember su sekilde tammlanir (Ozgiir ve Tas, 2018).
Ccb = {xeX:S,(x,x,x) = 1}

X0,

2.1.5. Sabit ¢ember

Tamm 2.1.7

(X,S, ) b = 1iginbir S, —metrik uzay1 olsun ve C;f(’)"r X tizerinde bir gember olsun T: X — X
kendi iizerine bir déniisiim olsun. Her xe C5?_igin
0

Tx =x, C,fé’,r ifadesi T de bir sabit ¢cember olarak tammlanr.

Sabit bir sekil kavrami, sabit cember ve sabit disk kavramlarinin bir genellestirmesi olarak

asagidaki sekilde tammlanmustir (Ozgiir ve Tas, 2018).

Tamm 2.1.8
(X,S,) b = 1ve x4,x,,x,€X olan bir S, —metrik uzay olsun re[0, )

(1) x, merkezli yarigap1 r olan disk su sekilde tammlanr.

Df(’)’,r = {xeX: S, (x,x,x9) < 1}
(2) Elips de E (x4, x,) tanimlanmis
Ersb (x1,x5) = {xeX: S, (x, x,x,) + Sp(x,x,x,) =71}

(3) Hiperbol de H>? (x,, x,) tanimlanmis



H2P (xq,%,) = {xeX:|S,(x,x,%,) — Sp (x, x,x,) =71}
(4) Cassini egrisiC>? (x4,x,) tanimlanmig

C7P (x1,x5) = {x€X: 18,0, x,21)S5 (%, %, %5) = 1)
(5) Apollonius egrisi A‘:” (x1,x5) tammlanms

Aib (x1,%2) = {xfx - {x1}15b(x’x'h) = 7'}

Sp(xxxy)

seklinde verilmis simdi ise 6rnekleri inceleyelim.

Tamm 2.1.9
(X,S,)'nin b =1 ve f:X = X'in lizerine doniisiimii oldugu bir Sj-metrik uzay oldugunu
varsayalim. Sabit nokta kiimesi Fix(f)'de bulunan geometrik sekil F doniisiimiine f'nin sabit

sekli denir.
2.1.6. Jleli-Samet tipi biiziilme

Tamm 2.1.10
(X,Sp) bir Sy-metrik uzay ve f: X — X dontisiimii olsun. Eger x, € X var 6yle ki
Sp(x,%, fx) > 0 = @(Sy(x,x, fx) < [9(S,(x, %, %,))]*
Tim x € X igin burada « €(0,1) ve ¢: (0,0) — (1,0) fonksiyonu sodyledir.¢ azalmiyorsa f

Jleli-Samet tipi D, — S, -buiziilmesidir.

Teorem 2.1.1
(X, Sp) bir S,-metrik uzayr ve f:X — X Jleli-Samet tipi D, — S, -biiziilmesi olsun.
X, € X ver sayistile

r =inf{S,(x, x, fx):x # fx, xeX} (2.1.7)
olarak tanimlanr.
O zaman f sabitdisk D .
Ispat: ilk basta fx, = x, oldugunu gdsteriyoruz. fx, # x oldugunu kabul edelim. Jleli-Samet
tipi D, — S,-biiziilmesi hipotezi ile sunu elde ederiz.

P ((Sp(x,x, f2))< [p(Sp(x, %, %0))]*

=[p(0)]*
oldugundan celiski elde ederiz. Dolayisiyla;

fxo=x (2.1.8)



olur. f nin sabitdiskinin D,fé’,r oldugunu gostermek i¢in agagidaki durumlari ele alalim.
Durum 1.r = 0 olsun. O zaman D,f(’)’ = {x,} ve (2.1.8) esitligine gore fx, = x, elde edilir.

Durum 2. r > 0 olsun ve xeDsg

Xo,7 !

x # fx olacak sekilde herhangi bir nokta olsun hipotezi

kullanarak

0((Sp(x,x )< [0Sy, x,x0))]”
< [¢0)]*
< [(,D(Sb(x,x,fx))]oc
o €(0,1) ile geliski dolayisiyla fx = x olmalidir. Sonug olarak f biiziilmeleri D,fé"r

Simdi asagidaki sonucu veriyoruz.

Sonug¢ 2.1.1 Eger b = 1 alirsak tamm (2.1.8) elde edilir (Tas, 2021).

Tamm 2.1.11
(X,Sp) bir Sy-metrik uzay ve f: X - X doniistimii olsun. Eger x,,x,€X varsa Oyle ki
Sp (e x, £x) >0 = o((Sp(x, %, fx) < [0(Sp(x, %, x1) + Sp(x, %, x5)) |
Tim xeX\ {x,,x,} burada « €(0,1) ve ¢:(0,0) — (1,) fonksiyonu sOyle tammlanir

¢ azalmayan bir fonksiyondur f ‘ye Jleli-Samet tipi Exl_x2 — S}, biiziilmesi denir.

Teorem 2.1.2

(X,Sp) bir S,-metrik uzay ve f: X — X Jleli-Samet tipi olsun Ey, ., — Sp biiziilmesi ile x4, x, €
X ve r sayisi ile (2.1.7) olarak tammlanan S, -biliziilmesidir. Eger fx; =x, ve fx; = x,
ise E? (x4,x,) elipsini sabitler.

Ispat: Asagidaki durumlar1 goz dniinde bulunduralim.

Durum 3. 7 =0 olsun. O zaman x, = x, ve E;? (x4,x;) = {x,} = {x,} olur. Hipotezden
fxq = x;ve fx, = x, elde edilir.

Durum 4. Her r > 0, x€eE, Ef” (x1,x2) x # fx olacak sekilde olsun. Hipotezden

P((Sp(x,%, f2)) < [0(Sp00,x,%1) + 8,(x,%,%))]”
< [pM]*
< [(p(Sb(x,x,fx))]oc
x €(0,1) oldugundan ¢eliski elde edilir. fx = x olmalidir. Sonug olarak f ErS b (x4,x,) elipsi
sabitler

Sonu¢ 2.1.2 Eger b = 1 alirsak, sabit elips sonuglarini elde edilir.



Tamm 2.1.12
(X,S}) bir metrik uzay ve f: X — X donlisiimii olsun. Eger xq,x,€X varsa
X
Sb(x,x, f(x)) >0 = @((Sp(x,x, fx))< [(p(Sb(x,x,xl) —Sp(x, x,xz))]
xeX\ {xq1,x,} i¢in burada «€ (0,1)ve ¢:(0,0) — (1,00) fonksiyonu azalmayandir.

Boylece f' ye Jleli- Samet tipi Hy,,, — Sp-biiziilmesi denir.

Teorem 2.1.3
(X,Sp) bir S, metrik uzay ve f:X - X doniisimii verilsin. Bu doniisim Jleli- Samet tipi

H = Sy, -bliziilmesidir. Eger x,,x,eX de fx; = x, ve fx, = x, ver > 0 ( Tamm 2.1 deki

X1,x
gibi verildiyse) hiperbol saglaniyorsa f fonksiyonu H:? (x;, x,) hiperboliinii sabitler.
ispat x € Hfb (x1,x2), x # fx olacak sekilde segilen herhangi bir nokta olsun. Hipotezi
kullanarak
P((Sp(0,x, f1)) < [(Sy (%, 20) + Sy (2, %,%7))]

< [pM]*

< [(;)(Sb(x,x,fx))]oc
o« €(0,1) ile geliski oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla fx = x olmalidir. Sonug olarak f
H?® (x4,x,) hiperboliinii sabitler.
Sonug 2.1.3 Eger b = 1 alirsako zaman S- metrik uzayda Sabit Hiperbol egrisi sonuglarim elde

edilir.

Tamm 2.1.13
(X, Sp) bir metrik uzay ve f: X — X donisiimii olsun. Eger x,x,€X varsa her xeX\ {x;, x5}

¢4
Sb(x,x,fX) >0= (p(Sb(x, X, fx)) < [(p(sb(xJ x;xl)Sb(x;x; xZ))]
icin burada o€ (0,1)ve ¢:(0,00) — (1,00) fonksiyonu ¢ azalmayan oldugundan f ye Jleli-

Samet tipi Cxrx, —Sb -bliziilmesi denir.

Teorem2.1.4

(X,Sp) Sp-metrikuzay ve f: X — X Jleli-Samet tipi Cry ., — Sp-biiziilmesi ile x,x,eX ver
sayist (Tamim 2.1) gibi verilsin. Sp-buziilmesi eger fx; = x; ve fx, = x, ise f Cassini
egrisi C>? (x4, x,) ni sabitler.

Ispat: Asagidaki durumlar1 gz oniinde bulunduralim.
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Durum 5. r = Oolsun ozaman x; = x,ve C.?(x1,%,) = {x;} = {x,} olacak sekilde elde
ettigimiz hipotez herhangi bir nokta olsun.

Durum 6.r > 0 ve xe Crsb (x1,x3)olsun.x # fx olacak sekilde herhangi bir nokta olsun.

P((Sp(x,x, f2)) < [0(Sp 00, %, %1085 (6, %,%2))]
< [pM]*
< [ (Sy . x, f1))]”
o €(0,1)ile geliski elde edilir. Dolayisiyla fx = x olmalidir. Sonug olarak f Cassine egrisi
C>? (x4,x,) ni sabitler.
Sonu¢ 2.1.4 Eger b = 1 alirsak o zaman S-metrik uzayda Cassini egrisinin sonuglarim elde

edilir.

Tamm 2.1.12
(X, Sp) bir S, metrik uzay ve f: X — X doniisimii olsun. Eger x,,x,€X varsa,
her xeX\ {x,x,}

Sp(x,x, fx) > 0= @(Sp(x, x, fx)) < [(p(M]oc

Sp(xq,%2,%3)
icin burada «€ (0,1)ve ¢: (0, ) — (1, ) fonksiyonu azalmayandir. Oyleyse f ye Jleli-

Samet tipi Ay, , — Sp-buiziilmesi denir.

Teorem 2.1.5
(X,Sp) Sp-metrik uzay ve f:X — X Jleli-Samet tipi A, ., — S, — ile x1,x,€X ve r sayisi
(Taim 2.1) olarak tammlanan S,-biiziilmesi eger fx; = x; ve fx, = x, ise f Apollonius
dairesi A% (x4, x,) ni sabitler.
Ispat: Asagidaki durumlar1 géz dniinde bulundurursak;
Durum7. r=0olsun. O zaman x; = x,ve A (xy,x,) = {x;} = {x,} olacak sekilde
hipotezden fx, = x; ve fx, = x, elde edilir.
Durum 8.r > 0 ve xeAf” (x1,x,) noktas1 x # fx olacak sekilde herhangi bir nokta olsun.
DSy (6%, %)) < [ (2t
< [pM]*

(¢4
< [p(Sy(x,x, fx))]
o €(0,1)oldugundan celiski elde edilir. Dolayisiyla fx = x olmalidir. Sonug¢  olarak f

Sp(x,x,%1)

Apollonius ¢gemberi Afb (x4, x,)'ni sabitler.
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Sonug 2.1.5 Eger b = 1 alirsak o zaman sabit Apollonius ¢gemberi sonuglarim S-metrik uzayda
elde ederiz.

Son olarak asagidaki agiklayici 6rnegi veririz

Ornek 2.1.2
(Ozgiir N.Y. ve Tag N.2017) X = [-1,1] U {-7, —\/Z\/Zg,7,8,21} tanimlanan bir kiime ve
Vx,y,z €R i¢in S-metrik
S,y,z) =|x—z|+ |x +z — 2y|
Bu S-metrik b =1 i¢in bir S,-metriktir. f: X — X fonksiyonu VxeX i¢in asagidaki sekilde

tanmimlansin.

_[x, X—{8}
fx—{7’ x=8

ve @: (0, 0) — (1, ) fonksiyonu Vt > 0 igin @(t) =t + 1 verilsin ve r = 2 olsun.

O halde f fonksiyonu Jleli-Samet tipi D, — S,,-biiziilmesi ile o= 0.5,x, = 0. Sonug olarak
Doy = [~1,1]

f fonksiyonux; = —i,xz = %ve o= 0.5 ile Jleli-Samet tipi E, , S,-biliziilmesidir. Sonug

1,X2
insi ESh(—1 Lot 1 i

olarak f elipsi E;” ( >13) [ = 2] sabitler.

f fonksiyonu x; = —1,x, =1 ve x= 0.9 Jleli-Samet tipi Hxl’x2 — Sp,-biiziilmesidir. Sonug
- . Sh(_ _ _l 1 .

olarak f hiperbolii H,? (—1,1) —{ 2,2} sabitler.

f fonksiyonu x; = —1,x, =1 ve «x= 0.5 Jleli-Samet tipi Cxl’x2 — Sp-biiziilmesidir. Sonug

olarak f Cassini egrisi C3? (-1,1)={—+/2, 0,v/2} sabitler.

f fonksiyonu x; = —7,x, = 7 ve a« = 0.5 Jleli-Samet tipi A, ., — Sp- biiziilmesidir. Sonug

olarak f Apollonius egrisi A3? (—7,7):{2,21} sabitler.
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3. YONTEM

Bu bélimde, (Alghamdi vd., 2021)’de S-metrik uzaylar iizerinde tammlanan Proinov tipi E-
biiziilmesini kullanarak bazi sabit nokta ve sabit sekil sonuglarim kamtlariz. Ayrica, bazi

aciklayict 6rnekler verelim.

3.1. Bazi Sabit Nokta Sonuclar

Bu alt boliimde, (Y, $)'nin tam bir S-metrik uzay, T : Y — Y'nin déniistimii
a,B: (0,00) = R'nin

B(s) < a(s) (3.1.4)
kosulunu her s > 0 igin iki fonksiyon oldugunu ve 8 : Y XY — [0, c)'nin bir fonksiyon

oldugunu varsayalim.

Tamm 3.1.1
Esitsizlik durumunda N'ye a (6, a, §) — E,- biiziilmesi denir.
6(q,w)a[S(Nq, Nq,Nw)] < B[Es(q, w)] (3.1.5)

esitsizligi S(q,q,w) > 0veS(Ng,Nq,Nw) > 0olan Vq,w € Y icingecerliyse (6,a,B) —

E-bliziilmesi olarak adlandirilir, burada

S(q,q,w) + [S(q, 4, Nq) — S(w, w, Nw)|,
E.(q,w) = max 5(q,q,TwW)+S (W,w,Tq)
3
olarak alinmistir.
Teorem 3.1.1

N, bir (0, a, B)-E-biiziilmesi olsun dyle ki:
(s1) a artmayan ve alt yari-siireklidir,
(s2) Vso > 0 igin lim supf(s) < a(sy)
S—So
(s3) N, 6-ii.0.g ve Oyle bir qo € Y noktasi var ki 68(qo,Ng,) =1

(s4) YveN igin q,, gibi bir dizi verildiginde ve q,, = q* ve 8(qy, qy+1) =1
O halde T'nin sabit bir noktas: vardir.
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Teorem 3.1.2

Ciimleyi su sekilde tamamlayalim

(ss)Her g,w € Fix(N),0(q,w) =1 i¢in saglamyorsa ve bu kosul Teorem 3.1.1%in
varsayimlarina eklenirse,

oluyorsa o halde N fonksiyonunun tek bir sabit noktasi vardir.

Sonu¢ 3.1.1
N fonksiyonu, her farkli g, w € Y icinve S(Ng, Nq, Nw) > 0 kosuluyla asagidaki esitsizligi
saglasin:
a[S(Nq,Ngq, Nw)] < B[Es(q,w)]
Asagidaki varsayimlar gegerli olsun:
(so) Her s > 0 igin B(s) < a(s)
(s1) a artmayandir ve alt yari-siireklidir.

(s,) Her sy > 0 i¢in lim supf (s) < a(sy)
S—Sp

N fonksiyonunun tek sabit noktas1 vardir.

Ispat: Eger 6(q, w) = 1 teorem 3.1.1 de alinirsa ispat biter.

Sonug 3.1.2
N fonksiyonu, her farkli q,w €Y ig¢in ve S(Ng, Ng,Nw) > 0kosulu altinda asagidaki
esitsizligi saglasin:

al[S(Ng,Nq,Nw)] < c a[ES(q,w)]
burada c € [0,1) ve a:(0,00)—(0,00) fonksiyonu artmayan ve soldan siirekli olsun. O halde, N
fonksiyonunun tek sabit noktasivardir.

Ispat: sonuc 3.1.1 de B(s) = ca(s) almirsa ispat biter.

Ornek 3.1.1

[Ozgiir vd., 2017] Y = [0, o0) kiimesi her g, w,t € Y
S(qw,z2)=lqg—t|+lg+t—2w]

seklinde tammlanan bir S-metrik ile birlikte tam bir S-metrik uzayr olsun.

Eger N:Y — Y doniisiimii,

14



seklinde tammlanmirsa, bu N fonksiyonu Teorem 6.1 ve Teorem 6.2’nin tiim kosullarim saglar.
a(s) = %, B(s) = gve 0(q,w) = 1 oldugunda sonug olarak, N fonksiyonunun tek sabit noktas1

vardir ve bu nokta g = 0 dir.

Tamm 3.1.4
Bir N fonksiyonu, her g,w € Y i¢in
0(q,w) - a(S(N?q,N?q, N*w)) < B(E*s(q,w))
esitsizligi,
S(q,q,w) >0 veS(Nq,Nq,Nw)
olmak kosuluyla saglaniyorsa, bu fonksiyon bir (8, a, B)-E2-biiziilmesi olarak adlandirilir.

S(w,w,Nw) +1S(q,q,w) —S(q,q,Nq)|,S(Nq, Nq, Nw) +
E%(q,w) = max |IS(INg, Nq,N?q) — S(Nw, Nw, N?w]|
S(Nw, Nw,N?w) + |S(Nq,Nq,N?q) — S(w,w, Nw)]|

Teorem 3.1.3
N fonksiyonu bir (8, a, B)-E2-biiziilmesi olsun. Asagidaki kosullar saglaniyor olsun:
(s1) a artmayan ve alt yari-siireklidir

(s,) Her sq > 0 igin lim supf(s) < a(sy)
S—So

(s3) N 6-ii.0.g olsun ve dyle bir g, € Y noktas1 vardir ki 8(q, Nqo) = 1
(s¢) N2 siirekli ve her w € Fix(N?) i¢in 8 (Nw,w) = 1 esitsizligi gecerli olsun.
O halde, N fonksiyonunun bir sabit noktasi vardir.

Teorem 3.1.4
Teorem 6.3'lin hipotezine her bir g,w € Fix(N) igin
(sg) 8(q,w) = 1 kosulunu eklersek, N'nin tek bir sabit noktas: vardir.
Ispat: t,w € Fix(N)olsunvet # wolsun. (ss) kuralina uygulanirsa,
a[S(t, t,w)] < 0(t,w)a[S(N?t,N?t, N>w]
< BEF(t,w)] <a[E2(t,w)] = a[S(t,t,w)]

elde ederiz; bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak, T'nin tek bir sabit noktas1 vardir.
Sonu¢ 3.1.3 N, her farkli g,w € Y igin

a[S(N?q,N?q,N*w)] < B[EE(q, w)]
S(N%g,N?q,N?w) > 0 olacak sekilde sagliyor olsun.
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(sg) Hers > 0igin B(s) < a(s) oldugunu,
(51) a'min azalmayan ve alt yari-siirekli oldugunu,

(s2) lim supf(s) < a(sy) iginsy >0
S—So

(s6) N 2siireklidir.
Bu durumda N'nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Ispat: Teorem 6.3'te 8(q,w) = 1 alirsak, bu kolayca ispatlanabilir.

Sonu¢ 3.1.4 N, her farkli g,w € Y ici

al[ S(N2q,N?q,N*w)] < ca < [EZ(q,w)]
sagliyor olsun, oyle ki ¢ € [0,1),S(Ng, Ng,Nw) > 0 ve a: (0,0) — (0,o0) azalmayan ve
soldan stireklidir. O zaman N'nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Ispat: Sonug 6.3'te f(s) = ca(s) alirsak, ispat biter.

Ornek 3.1.2
Y = [0,10],S-metrik uzayr olsun ve Ornek 6.1'deki gibi S-metrik uzayr tammlansin,
N : Y — Y doniisiimii su sekilde verilsin. Her ¢ € Y igin.

(0, g €[0,2]

| 2,q € (24]

— —4
Nq = 4' qT,qe(4,8]

\ 3, q€(8,10]
a,f: (0,00) - R'nin o'mn azalmayan ve herhangi bir s > 0 ig¢in B(s) < a(s)

fonksiyonlar oldugunu varsayallm. O zamanN,q = gvew =§ icin Teorem 6.1'in

kosullarim saglar. Ote yandan,

, 0,q € [0,8]
Na = {qsi‘,q € (8,10]
Ve N? siireklidir. Bu nedenle, N Teorem 6.3'teki kosullar1 saglar;
q®+w3, q,we|[08]
1 q,w € (8,10]

O@w) =1, 4 e10Lwe02]
0,diger durumlar
a(s) = Z
B(s) =2

6
Sonug olarak, N'nin tek bir sabit noktas1 ¢ = 0 vardir.
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Tamm 3.1.5
F bir geometrik sekil olsun. Eger F < Fix(N) ise F'ye N'nin sabit sekli denir. r sayisimin

r = inf{S(q,q,Nq): q & Fix(N)}
seklinde tammlandigim varsayalim.

3.2. Bazi Sabit Disk Sonuclan

Bu boliimde, S-metrik uzaylarda bazi sabit disk (veya sabit ¢ember) sonuglari asagida

verilmistir. Bunu yapmak i¢in iki yeni biliziilme tammlannustir.

Tamm 3.2.1
Eger qo € Y varsaveherq € Y — Fix(N) igin
Es(d0,90)
6(q,90)a[S(q.q, Nq)] < p |22

Varsa, N'ye (0,a,[3) — Es, - biiziilme denir.

Teorem 3.2.1

N, g, € Y olan bir (6, a, ) — Esp-biiziilmesi olsun.

Eger S(qo.90,Nq) < rise0zaman q, € Fix(N)ve,Dg = c Fix(N) olur. Ozellikle
CS

do,r

c Fix(N).
Ispat: ilk olarak, g, € Fix(N) oldugunu kamtliyoruz. Aksine, g, € Fix(N) olsun. Hipotezi

kullanarak, sunu elde edilir:

Es(q,
a[S(qo, 90, Ngy)] < 6(q0,90) a[S(q0,q0,Ng,)] < ,8[ S(C;CIo)]

Es(q,q0) = S(q0,90,Nqo)
(21.22) olmas igin.

a[S(q0, 4o, Nqo)] < B[ TN < | Hentorte)]
Celiskisi elde edilir. Dolayisiyla sunu elde ederiz.
qo € Fix(N)
Simdi Dgo_r C Fix(N)'yi asagidaki durumlarda gosteriyoruz.
Durum 1: r = 0 olsun. O zaman Dgw = {qo}olur. (21.23)'e gore
DCSIO,r < {qo0}

elde edilir.
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Durum 2:r > Ovek € Dflo_r olsun ki g ¢ Fix(N). Hipotezi kullanarak, sunu elde ederiz:

burada

a[S(q, 4, N1 < 6(q,90) a[S(q.9,N)] <P [@]
Burada

Es(q,q0) < 25(q,q,Ng)]
(21.24) yardimuyla;

a[$(q.q,N,)] = [ < o[£ < 4[5(q,q,Ng)]
Bu bir ¢eligkidir. Yani g € Fix(N) olur. Sonug olarak,

D3,, © Fix(N)
Cg,, semberi D3, diskinin bir sinir1 oldugundan,

Cgo,r c Fix(N)

elde edilir.

Tamm 3.2.2
Eger qo € Y veherq € Y — Fix(N) igin
EZ (q0,90)
6(q,90)[S(q,q.N)] < p [Fl]

N'ye (0,a,B) — EfD -biiziilmesi denir.

Teorem 3.2.2

N,q, € Yi¢in(6,a,B) — ESZD -biiziilmesi olsun.

Eger [S(qo, 90, Ny, )] <7 NqoeFix(N) veq € Fix(N?)ise, qo € Fix(N) ve

D3,, © Fix(N) dir. Ayrica €3 < Fix(N) olur.

Ispat ilk once, q, € Fix(N) oldugunu ispatliyoruz. Tersini kabul edelim q, & Fix(N)

oldugunu varsayiyoruz. Hipotezi kullanarak,
a[S(qo, 90, Ngy)] < 6(q0,90) a[S(qgo0,90,Ng,)]
EZ (40/40)
<p [E21] = B[S(qo, G0, Ngy )]

< a[S(qo 90, Nqo)]
elde ederiz; bu bir ¢eliskidir.

qo € Fix(N) olmahdur.
Simdi Dgo_r C Fix(N) oldugundan asagidaki durumlarda ispatliyoruz:
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Durum 1:r = 0 olsun. O zamaanO‘r = {q,} olur. (21.25'e gore),
D§,, © Fix(N)
elde edilir.

Durum 2:r > Oveq € Dj  olsun, boylece ¢ € Fix(N) olur. Hipotezi kullanarak,
EZ(do,90)
a[$(q.q.N,)] < 6(q, q0)alS(q.q, Ng)] < p [*%]

2
<a [Es (qzo,CIo)] < a[S(q, q,Nq)]
olur. Bu bir geliskidir. Bu nedenle, g € Fix(N) olmal1 ve
D3, c Fix(N)
elde edilir.

CS

a0, semberi Dy, diskinin bir sinir1 oldugundan,

Cg,r © Fix(N)

elde edilir.

Ornek 3.2.1
Y = R, S-metrik Ornek 3.2.1'deki gibi S-metrik uzayr olsun ve N: Y — Y doniisiimii

tanmimlansin.

N,

q={q.q€Y—{2}

3, =2
timg € Y i¢in O zamanN hem (6,a,p) — E,-biiziilmesi, hem de (6,a,p) — E§ -
biiziilmesidir; burada g, = 0,6(q,y) = 1,a(s) = %ve B(s) = golur. Ayrica,

r =2
olur. Sonug olarak, N D§, = [—1,1] diskini ve C({z = {—1,1} ¢emberini sabitler.

3.3. Bazi Sabit Elips Sonuglan
Bu boliimde, S-metrik uzaylarda iki sabit elips sonucunu kanitlayacagiz.

Tamm 3.3.1
Eger q,,q9,€Y iginher g € Y — Fix(N)

Es(q,91)+Es(q.92)
0(q1,92)2[S(q,q, Nq)] <8 [ s(a.q1 : 9.92 ]
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i¢in saglamyorsa N ye (6, a, ) — E; -biiziilmesi denir.

Teorem 3.3.1

N,q1,9, € Yilebir (8,a,p) — Es,-biiziilmesi olsun.

Eger q,,9, € Fix(N) ve S(Nq,Nq,q,) + S(Nq,Nq,q,) = r ise 0 zaman
E?(q1,q2) © Fix(N).

Ispat: Durum 1:r = 0olsun. O zaman ES = (q4,q») = {q.} = {q,} olur. Hipoteze gore
E} (q1,92) < Fix(N)
elde edilir.
Durum 2: v > 0ve q € EZ(qq,q)olsun, dyle ki ¢ & Fix(N)olur. Hipotezi kullanarak
a[S(q.9.N,)] < 6(q, q0)alS(q,9, Nq)]

,3 [Es (q,%)IEs(q'QZ)

IA

o [Es(q.ql):Es(q.qz)]

< a[s(q.q.N,)]
elde edilir. Bu bir ¢eliskidir.
Bu yiizdenqg € Fix(N) olur.Sonug olarak,

EZ = (q1,9,) < Fix(N) olur.

Tamm 3.3.2
Eger q1,q,€Y icinher q € Y — Fix(N)

2 2
9(q1,qz)a[5(q, q, Nq)] < B [Es(q,%):Es(CI'QZ)]

kosulunu saglayan varsa N ye (6,a,f) — EfE-bﬁzijlmesi denir.

Teorem 3.3.2

N,q1,q9, € Yilebir (6, a, B) — E¢_ -biiziilmesi olsun.

Eger q1,q2,Ng,, Ny, € Fix(N), q € Fix(N?) ve S(Nq,Nq,q,) + S(Nq,Nq,q;) = r ise 0
zaman E; (qq,q,) € Fix(N) olur.

Ispat: Durum 1: r = 0 olsun. O zaman E5 = (q4,q,) tarafindan hipotez ile

Ef(‘h»‘lz) c Fix(N)
Elde ederiz.
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Durum 2:r > 0veq € E; (q1,92) oyleki g € Fix(N) Hipotezi kullanarak,

a[S(q,q9,Nq)] < 6(q1,9;)a[S(q,q,Nq)]

<B [Es(q.qﬂ:Es(q,qz)]

<

< a[S(q,q,N,)]
Bu bir ¢eliskidir. Yani ¢ € Fix(N) olur. Sonug olarak,

E?(q1,9;) < Fix(N)

a [Es(q,q1)+Es(q,Qz)
4

elde edilir.

Ornek 3.3.1
Y = [-1,1]U {2,4} Ornek 6.1'deki gibi, S-metriginin tammlandig1 bir S-metrik uzay: olsun.
Bir N: Y — Y doniisimiinii su sekilde tammlayalim. Her g € Y igin

_(q, qeY — {4}
Nfiz,q=4

o zaman N hem (6, a, B) — Es, -biiziilmesi hem de (6, @, B) — ESZE -biiziilmesi ile
.= —1,q, = 1,0(q,y) = La(s) = %ve B(s) = g Ayrica r =4'e olur.

Sonug olarak, N, E; (—1,1) = [—1,1] elipsini sabitler.
3.4. Bazi Sabit Hiperbol Sonuglan
Bu boliimde, S-metrik uzaylarda iki sabit hiperbol sonucunu gosterecegiz.

Tamm 3.4.1
Eger q,,q, € Y varsa,herq € Y — Fix(N) i¢in
0(q1,92)alS(q, 9, Ng)] < BlIEs(q, q1) — Es(q, 41)I]
S(q,q,Ny) = max{S(Ny, N, q1),S(Ng, Ny, q2}
gegerli olacak sekilde q,,q, € Y varsa, N'ye

(0, a, B) — Es,,-biiziilmesi denir.
Teorem 3.4.1

N,q1,9, € Yilebir (8,a,p) — Es,-biiziilmesi olsun. Eger q,,q, € Fix(N) ve

r > 0iseozaman H;(qy,q,) < Fix(N) olur.
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Ispat: q € HS(q1,q,)olsun, 6yle ki ¢ & Fix(N) olur. Teoremi kullanarak,

a[S(q, 9, N@)] < 0(q1,92)a[S(q, 9. Ng)] < BI[lEs(q,91) — Es(q,q2)l]
elde edilir. Burada

Es(q,91) = S(9,9,91) +S(q,9,Nq)

ve
Es(q,q92) = S(q9,9,92) +5(q,9,Nq)
elde edilir.
a[S(q, 9, Ng)] < Bl1S(q,9,91) — S, q,92)l] = Blr]
< alr] < a[S(q,q9,Nq)],
Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla
H?(q1,92) © Fix(N)
elde edilir.

Tamm 3.4.2
Eger q1,q,€Y varsaherq € Y — Fix(N) i¢in

0(q1,92)a[S(q. 9. Ng)] < B EE(q,q1) — E$(q,92)
olacak sekilde, N'ye (0, a,B) — ESH-bﬁzﬁlmesi denir.

Teorem 3.4.2

N,q1,q; € Yilebir(0,a,B) — E§, -biiziilmesi olsun.

Eger q1,42,Nq,,Ng, € Fix(N) ise|S(Nq,Nq,q,)-S(Nq,Nq,q;)| = r,q € Fix(N*)ve
r > 0ise o zaman. H:(qy,q,) < Fix(N)

Ispat: q € HS(qq,q,)olsun dyle ki g & Fix(N). Hipotezi kullanarak,

a[S(q, 9, NQ)] < 6(q1,92)a[S(q,q,Nq)] < B[EZ(q,q.) — E?(q,q2)] (6.20)

buradan

E2(q,91) = S(Nq,Nq,q,) + S(q,9,Nq)]
ve

EZ(q,q2) =S(Nq,Nq,q,) +S(q,9,Nq)
(21.27) bakarak sunu elde edilir.

a[S(q,q,Nq)] < BIIS(q,9.91) —S(q,q,q)l]
= Blr]l < a[r] < a[S(q,9,Nq)],
Bir ¢eliski dolayisiyla elde edilir.
H7(q1,92) € Fix(N)
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Ornek 3.4.1
Y = [—1,1] U {2,3}, S-metriginin tanimlandigt bir S-metrik uzayr olsun.
Ornek 6.1'deki gibi. Doniisiimii bir N : Y — Y'yi su sekilde tammlayalim.

_fqg qeY—{3}
Nq‘{ 2, q =3

Vq €Y icin. O zaman N hem (6, a,p) — E,-biizilmesi hem de (6, a,B) — ES, -
biiziilmesidir, burada q; = —1,q, = 1,0(q,y) = 1, a(s) =% ve f(s) = g’tﬁr. Ayrica
r =2

Sonug olarak, N, H5(—=1,1) = {_71, %} hiperboliinii sabitler.

3.5. Bazi Sabit Cassini Egrisi Sonuclar

Bu boliimde S-metrik uzaylarda iki sabit Cassini egri teoremini ispatlariz.

Tamm 3.5.1
Eger q,,q,€Y varsaher g € Y — Fix(N) igin,

Es(q,91)Es(q, q1
0(91,92)a[S(q, 9, Nq)] < B \[ s(q,q )45(‘1 q1)

ve

5(q,9.91),5(q,9,92) }
S(NQ; Nq; CI1);S(NCI;NCI; qZ)

N'ye (8,a, ) — E,_-biiziilmesi denir.

S(q,q,Nq) = max{

Teorem 3.5.1
q1,92 € YiginN (6, &, B) — EZ_-biiziilmesi olsun Eger qy,q,,Nq,,N,, € Fix(N) ve
q € Fix(N?)ise C; (q41,9,) © Fix(N) olur.
Ispat: Durum 1: r = 0 olsun. O halde Cs$ (q1,92) = {qi} = {q,}. Tarafindan hipotez,
sunu elde edilir.
C} (q1,92) © Fix(N).
Durum 2:7 > 0veq € C;? (q1,9;)olsun dyle ki ¢ € Fix(N). Hipotezi kullanarak, buluruz
a[$(q,q,Nq)] < 6(q1,q2)[S(q,9,Nq)]
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<P

EZ(q,91)EZ(q.q91)
4
o ’ES (q,lh)fs(q‘%)l

< a[S(q,9,Nq)]

<

Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla
C? (q1,q2) < Fix(N).

Ornek 3.5.1
= [-1,1] U {—V2,/2,2,3} bir S-metrik uzay olsun.
Ornek 6.1'deki gibi tanimlanan metrik. Bir N : Y — Y déniisiimii su sekilde tanimlayalim.

_(q, qeY-—{3}
N‘I‘{ 2, g=3

Vq € Y igin.O zaman N hem (6, a, §) — Es_-biiziilmesi hem de (6, @, B) — E¢ -biiziilmesidir.
Burada g, = —1,q, = 1,6(q,y) = 1, a(s) =§ ve B(s) = %’tﬁr. Ayrica
= 2 olur.

Sonug olarak, N, C3(—1,1) = {—+/2,0,4/2} Cassini egrisini sabitler.
3.6. Baz1 Sabit Apollonius Cemberi Sonuclar

Bu boliimde S-metrik uzaylarda iki sabit Apollonius ¢emberi teoremini ispatlayalim.

Tamm 3.6.1
Eger q,,q, € Y varsa,herq € Y — Fix(N) igin

6(41,9)alS(q, 9, Nq) < B |42

ve

5(9,9,91),5(q.,q,92) }
S(Nq,Nq,q,),S(Nq,Nq, q;)

N'ye (6, a,) — E,_-biiziilmesi denir.

S(q,q,Nq) = max{

Teorem 3.6.1
N (0,a,pB) — Es,-biiziilmesi olsun q4,q, € Y Eger q,q,,Nq,,Ng, € Fix(T) ve

q € Fix(N?)ise AS (q4,9,) © Fix(N) olur.
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Ispat: Duruml: r = 0 ozaman hipotez geregi A3 (q,,q,)={q,} ele aldik.

A7 (q1,92) © Fix(N).
Durum2: r > 0 ve geAs (q1,9,) bdylece q & Fix(N) hipotezini kullandik.

a[S(q, 9, Nq)] < 0(q1,92)[S(q, 9, Nq)
< B [ES(ql qz)]

Es(q.92)

5(q1.92)
EEANE LA Y 1
- a[Es(q,qz) = af1]

Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla

A7 (q1,9;) © Fix(N)
olur.

Tamm 3.6.2
Eger q;,q, € Y varsa,herq € Y — Fix(N) igin,

E¢(4.91)
0(q1,92)al[S(q, 9, Nq) < B [E§<ZZ;]

ve

5(q,q9,Nq) =2 max{1,S(Nq,Nq,q,),S(Nq,Nq, q,)}
N'ye (6, a, B) — E¢, -biiziilmesi denir.

Teorem 3.6.2

91,92 € Y,N (0,a,pB) — EZ,-bizilmesi olsun. Eger qi,q2,N,,,N,, € Fix(N) ve q €

Fix(N?) sonra 43 (q4,q,) © Fix(N).

Ispat: Duruml:r = 0 ozaman hipotez geregi A3 (q,q,)={q.}ele aldik.
A7 (q1,92) © Fix(N),

Durum2: r > 0 ve geAs (g4, q,) bdylece g & Fix(N) hipotezini kullandik

a[S(q,9, N9)] < 0(q1,92)[S(q, 9, Nq)

< ,3 [ES(QLlIz)
o Es(q.92)

ES(qlqu)
=Tl < |
= a[E @) 1= a[ ]

Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir. A3 (q4,9,) € Fix(N).
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4. BULGULAR
4.1. Bazi Giincel Sabit Nokta Sonuclann S;, —Metrik Uzaylar ve Uygulamalari

Aciklama 1

Bir S-metrik, degiskenlere gore otomatik olarak simetriktir.

Ornek 4.1.1

(Y,S,) s = 1igingiftini ele alalim, burada

Y=Y, UY, .card (Y;) = 4,card(Y) = 5,card (Y; N Y,) = Ove
S,:Y X Y x Y - R* olarak tamimlansin.

O,eger u=v=w=20
Sy(w,v,w) = { 3,eger(u,v,w) € Y3
1, eger (w,v,w) ¢ Y3

(Y ,Sy)ciftis = 1 i¢inbir S,-metrik uzaydir (Souayah vd., 2016).
Asagidaki tamm, Sp-metrik yapidaki dizilerin yakinsaklig ile ilgilidir.

Tamm 4.1.1
Bir S,-metrik uzayda(Y , Sj) bir {w,,} dizisi

(@ w € Y yakinsake lim S, (w,, wy,, w) = 0.
m—oo
(b) Cauchy & lim Sb(wm, Wi, Wp) =0
m,p—oo

Yine bir S,-metrik uzay (Y, S,) eger (Y ,Sp) 'deki tiim Cauchy dizileri (Y ,S,) 'de yakinsaksa
tamdir (Rohen vd., 2017).

Tamm 4.1.2
(Y,S,)s>1veT:Y — Y olmak iizere bir S,-metrik uzayr olsun, eger Tw = wisew € Y

noktas: T 'nin sabit noktas: denir.
Tanm 4.1.3

(Y,S,)s = 1veT,,T,...:Y — Y olmak iizere bir S,-metrik uzayr olsun, eger

T,w = T,w =---=w olmak iizere w € Y ortak bir sabit noktas: denir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Simdi sabit nokta sonuglarim ve bunlarin genellemelerini S;,-metrik yapida veriyoruz (Souayah
vd., 2016).

Souayah vd. (2016), ilk biiziilme teoremlerini, Banach 'y1 S,-metrik uzayda, ¥ : R* —» R*
yardime1 fonksiyonunu kullanarak genisleterek sundular; bu artan bir fonksiyondur ve
lim ¥ ™(r) =0, Vr > 0olur. Butir 1 doniisiimiinii yardimci fonksiyonlarin koleksiyonu
m—0oo

olarak ele alalim.

Teorem5.1.1
(Y,S,) 'nins > 1 igintam bir S,-metrik uzay1 ve
T : Y — Y'nin siirekli bir fonksiyon oldugunu varsayalim, boylece

Sp(Tu, Tv,Tw) < Y(Sh(u,v,w)),Vu,v,w €Y, (1)
buraday €Y O zaman T'nin Y'de tek bir sabit noktas1 vardir.
Sedghi vd. (2016), Sedghi vd. (2012), eslemelerin uyumlu kosulunu kullanarak, S,-metrik
yapidaki dort {izerine doniisiim igin ortak sabit nokta sonuglarim sundular. Doniistim kavrami

Sp-metrik uzaylarin sunuldugu sekilde benzer bir sekilde sunulmaktadir (Souayah vd., 2016).

Tamm 5.1.1
Bir S,-metrik uzayinda (Y ,S,) iki doniistimii T;,T,, Y'de herhangi bir {w,,} dizisi igin

lim Tyw, = lim T,w,, =wise w € Y i¢in, bulim S, (T, Towy,, T1ToW, T2, T1, W) = 0
m-—coo m—oo

m-—-0oo

(Sedghi vd., 2016).

Teorem5.1.2
(Y,Sp) 'nins = 1ve T;,T,,T5,T,: Y — Y uyumlu c¢iftlere sahip doniisiim oldugu tam bir
S,-metrik uzay oldugunu varsayalim.

{T1,T,},{T,, T5}ileT (Y ) € T,(Y ), T,(Y) S T5(Y ), bdylece

Sy (Tyu, Tyu, T,w) < S% M(u,u,w),Vuw € Y,0 <& <1,5s >

N W

)
Burada
M (u,u, w) = sup S, (Tsu, Tsu, Tyw) , Sp(Tiu, Ty, Tsw) , Sy (Tow, Tou, T,w)
~ [Sp(Tsu, Tau, Tyw) + Sp(Taw, Ty, Tyw) .
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O zaman T;,T,, T5, T, eslemeleri Y 'de benzersiz bir ortak sabit noktaya sahiptir (Sedghi vd.,
2016).

Ornek 5.1.1
s = 4ig¢in S,-metrik uzayr (Y, S;) 'yi ele alalim, burada Y = [0, 1]
Ve S,:Y X Y xY — R* asagidaki gibi tanmlanabilir: .
Sy(w,v,w) = (v +w = 2u|+|v —w)2,Vuv,w €Y.
O zaman eslemeler T;,T,, T3, T, asagidaki gibi tammlanir:

Tyw = (%)8 , Tow = (%)4 , Taw = (%)4 , T,w = (%)2 vw €Y Teorem 17.2'yi

& = i—i < 1iginve benzersiz ortak sabit noktaya sahip olmak tizere saglar (Sedghi vd., 2016)..

Aciklama 2

1) Eslemeler T;,T, (swrasiyla T3,T,) Teorem 17.2'deki Ozdeslik eslemeleri olarak kabul
edilirse, o zaman eslemeler T5, T, (sirasiyla. T;,T,) tek bir ortak sabit noktaya sahiptir. 2)
Eslemeler T3, T,Teorem 17.2'deki 6zdeslik eslemeleri olarak kabul edilirseve T;,=T, =T ise,

o zaman esleme T tek bir sabit noktaya sahiptir (Sedghi vd., 2016).

Aciklama 3

Aciklama 2'den, Teorem 17.2'nin Teorem 17.1'in agik bir genellemesi oldugunu unutmayin,
¢linkii Souayah vd. (2016), Teorem 17.1'indeki 6z eslemenin siireklilik kosulu Sedghi vd.
(2016), Teorem 17.2'sinde serbest birakilmistir (Rohen vd., 2018).

S,-metrik yapida, Rohen vd. (2018), rasyonel terimlerin yedi sabit katimn toplanmim igeren

rasyonel kasilmalar i¢in birlestirilmis tesadiif noktas1 sonuglarini tanitti.

Agiklama 4

Rohen vd. (2017), yalnizca kalan iki kosulu (S,) ve (S3) igeren Sp,-metrik uzayim yeniden
tammlamak i¢in Tanim 3%in (S,) kosulunu yayinladi. (S,) Kosulu yeni yeniden
tammlanmus. S,-metrik uzayimnin kosullarina eklenirse, bu durumda S,-metrik uzay simetrik
olur. Sp-metrik uzay olarak adlandirilacaktir. Asagidaki Ornek yukaridaki agiklamayi

gostermektedir.

Ornek 5.1.2
s = 2icin (Y, Sp) ciftini ele alalim, burada Y = R ve
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Sp:Y X Y XY - Rtsu sekilde tammlanir:

O,eger u=v=w
2,egeru=0,w=1
4,egeru=v=1,w=0
leger diger durumlar

O zaman (Y ,S,) ¢iftis = 2 igin simetrik olmayan bir S,-metrik uzaydir (Rohen vd., 2018).

Sy(u,v,w) =

Tamm 5.1.2

(Rohen vd,2018) (Y,S,) s = 1ve Ty, T,, :Y XY — Yiginbir S,—metrik uzay olsun,
(u,w) € Y XY noktas1 Ty,T,, Ti(w,w) = T,(u,w)veT;(w,u) = T,(w,u) genel
doniistim. T, (u, w) = T,(u,w) =uve T,(w,u) = T,(w,u) =w durumunda, (u,w)

noktasina T;ve T,'nin ortak birlestirilmis sabit noktas1 denir.

Teorem 5.1.2
(Y,Sp),s =21veT,, T,:Y XY - Yicinsimetrik tam bir
S,-metrik uzay olsun, boylece
Sp(Ti(w,v), Ty (w,v), T,(w,x)) < M(u,v,w,x),Vu,v,w,x €Y 3
Burada

Sp(u,u,w) + Sp(v,v,x) S, (T1 (u, v), T, (u,v), T, (w, x))Sb(u, u,w)
2 2 1+S,(u,u,w) +S,(v,v,x)

Sp (Ty (wv),T1 (W), To(w,x) )Sp (v,v,%)
1+Sp (w,u,w) +Sp (v,v,x)

+¢5

Sp (w,w, T, (W,)) Sp, (w,u,w)
1+5Sp (uw,u,w) +Sp (v,v,x)

Mu,v,w,x) = &

+&3

Sp(wu, Ty (u,v))Sp (w,u,w)
1+ Sp (uw,u,w) +Sp (v,v,x)

Sp (wu, Ty (u,v))Sp (w,u,w)
1+Sp (w,u,w) +Sp (v,v,x)

+&,

Sp (W,W,T2 (w,x) )Sb (vv,x)
14Sp (wu,w)+Sp (v,v,x)

+6

+ &7

fleéi = 0,37 _,¢i&i <1ves< % O zaman eslemeler T, T,, Y 'de benzersiz

biri = 1 ortak ortak sabit noktaya sahiptir (Rohen vd., 2018).

Aciklama 5
Eger eslemeler T,, T,, bir olarak kabul edilirse, yani Teorem 17.3'te T, = T,=T ise, 0 zaman

esleme.T benzersiz bir bagli sabit noktaya sahiptir. Asagida [ 19]'da Teorem 17.3'{in bir sonucu

verilmistir.
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Sonug 4.1.1 (Y, S},) 'nin simetrik tam bir. S,-metrik uzay1 olsun. s > 1ve T, T,, :Y XY —
Y, boylece her u,v,w,x € Y igin,

Sp(Ty(w,v), Ty (w, v), T, (W, x))

Sp (u,u,w) +Sp (v,v,%)
< g D

+¢& Sp(uu, Ty (uv))Sp (w,w,x)
2 1+ 5[Sp (wu,w) +5p (W,v,2)+Sp (W, T, (W) ) +Sp (W,w,T; (W,x))

Burada i > 0,%7,&i < lves < % ortak bagli sabit nokta Y O zaman doniisiim T3, T,

benzersiz bir (Rohen vd., 2018).

Aciklama 6
Eger T; = T,=T Sonug 1'de ise, 0 zaman doniisiim T benzersiz bir bagli sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki 6rnek Teorem 17.3'l gostermektedir.

Ornek 5.1.3
s = 2igin Sp-metrik uzayr (Y ,S,) 'yi elealalim, burada Y = R ve Sp:Y XY X
Y - R su sekilde tanimlansin:

Ss(w,v,w) =|lu —w|+|v — w|,VYuvw eyl
2u-w+11

O zaman T,,T, eslemeleri su sekilde tammlanir: (T;(w,v), T, (u, v) = 5

, Vu,w €R
& = 2 , i = 0,i = 2,3,4,5,6,7 igin Teorem 17.3"0 karsilar ve benzersiz bir bagl 12 sabit
3

noktaya sahiptir (1, 1) (Rohen vd., 2018).

Aciklama 7

7 Ornek 4'iné; = %,Ez = 0icin Sonu¢ 1'i de karsiladigim ve sonucun bu oldugunu

unutmayin. Sedghi vd. (2017), artan siirekli fonksiyonlarin yardimiyla bir ¢ift 6z esleme igin
R— zayif degismeli kosulunu kullanarak ¢ : R* — R* saglayan(r) <r,r > 0ve
©(0) = 0,Sedghi ve ark. asagidaki ortak sabit nokta sonuglarini Onermistir. Bu tiir

fonksiyonlarin koleksiyonunun ile gosterilmesine izin verin.

Tamm 5.1.3
Bir S,-metrik uzayda (Y ,S,) iki esleme T;, T,0larak adlandirilir R—zayif degismeli eger bazi
R > 0 varsa, boylece

Spy(T1Tow, T Tow, T,Tyw) < RSy (Thu, Tyu, T,w),Vw € Y.
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R = 1 durumunda, basit¢e T;,T,'yi zayif degismeli doniisiimler olarak adlandiririz (Sedghi
vd., 2017).

Ornek 5.1.4
s = liginS,-metrik uzay1 (Y,Sp) icinY = RveS,:Y X Y XY — R* asagidaki sekilde
verilir:
S,u,v,w)= (lv + w = 2ul+ v —w|3Vu,v,w €Y.
T,w = 2w — 1,T,w = w?,V,w € R olarak tammlanan T,, T,eslemeleri  R(=

4) —zayifca degismeli, ancak zayif¢a degismeli degildir.

Teorem5.1.3

(Y, Sp) iginsimetrik tam bir S,-metrik uzay olsun. s > 1 ve

T, T,:Y - YolsunT,(Y) € T,(Y) ile R—zayif degis tokuslu fonksiyonlar, boylece.
Sp(Tiw, Ty, Taw) < — (S, (Tott, Tyu, T, w)), Vi w € Y, (5)

Burada ¢ € ¢ Ayrica, T,, T, eslemelerinden herhangi biri siirekliyse, o zaman T;, T,'nin Y'de

benzersiz bir ortak sabit noktasi vardir. Simdi Teorem 17.41 saglayan bir 6rnegimiz var

(Sedghi, vd., 2017).

Ornek 5.1.5
s = 4 igin S,-metrik uzayr (Y ,S,)'yi ele alalim, burada Y = R ve SprY X
Y XY — R* asagidaki gibi tammlansin (Sedghi vd., 2017):
Sp(u,v,w) = (Jv + w = 2u|+|v —w|)3,Vuv,w € Y.
O zaman R—zayif degismeli doniisim T,,T, asagidaki gibi tammlansin:

Tyw=1T,w =2w —1 ve V,w € R benzersiz ortak sabit noktaya sahip ¢(r) = %r icin

Teorem 4.1.3 i saglar.

Aciklama 8

Teorem 17.4'te esleme T, 6zdeslik olarak kabul edilirse, esleme T; tek bir sabitnoktaya sahiptir.
Mlaiki vd. (2017), y—biiziilmesi genellestirmek igin, Souayah vd. (2017), Mlaiki vd. (2017)
a - P biizilmesi sonuglarinin 6z eslemenin a—kabul edilebilirlik kosulunu kullanarak

sunuldugunu ifade ettiler.
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Tamm 5.1.4
Bir Sp-metrik uzayda(Y ,S,), bir 6z esleme T: Y — Y ise a—kabul edilebilir olarak
adlandirilir (Mlaiki vd., 2017).

a(w,v,w =2 1) = S,(Tu,Tv,Tw) = 1,

buradaa: Y XY xY — R olarak alinmustir.

Teorem5.1.4
(Y,Sp)s>1veT:Y — Y igin simetrik tam bir S,—metrik uzay olsun a—kabul edilebilir
stirekli bir fonksiyon olsun, bdylece en az birw, € Y,
a(wo,wy, Ty,) = 1vebaziy €Y,
a(u,v,w)S,(Tu,Tv,Tw) < Y(Sb(u,v,w)),YVu,v,w € Y.
O zaman T'nin Y'de sabit bir noktasi vardir (Mlaiki vd.,2017).

Aciklama 9

Teorem 17.5'in eslemede siireklilik kisitlamasim igerdigine dikkat edin T Siireklilik
kisitlamasini kaldirmak i¢in Mlaiki vd. (2017), a—degismerli kosulu olarak bilinen ardigik bir
kosul ekleyerek asagidaki sonucu tammladilar.

Sonu¢ 5.1.2 (Y,S,) s =1 i¢in simetrik tam bir S;,-metrik uzay olsun ve
T :Y — Y bir a—kabul edilebilir fonksiyon olsun, bdylece 3w, € Y ile a(wy,wy, T,,)) =1
ve baz1 Y €Y igin,

a(u,v,w)Sy(Tu, Tv,Tw) < Y(Sb(w,v,w)),Yu,v,w € Y. (7)
Y'de herhangi bir yakinsak dizi {w,,} i¢cin, w € Y'ye yakinsayan olsun.
& (Wp, Wi, Wis1) = 1 =2 a (W, wy,w) = 1,Vm € N ise, T'nin Y'de sabit bir noktas:
vardir (Mlaiki vd., 2017).

Aciklama 10

Milaiki ve digerlerinin Teorem 4.1.5 ve Sonug 4.1.2'sinde , sabit noktanin tek olmayabilecegini
goriiyoruz. Sabit noktamn tekligi i¢in Teorem 17.5 kosullarina ek olarak asagidaki kosulu
eklemeliyiz:

Jv eYigina(u,u,v) = 1,a(w,w,v) = 1 her iki sabit nokta i¢in u,w € Y. Asagidaki 6rnek

Teorem 4.1.5 ile Agiklama 10'u gostermektedir.

32



Ornek 5.1.6
s = 1igin S,-metrik uzayr (Y ,S,)'yi ele alalim, burada
Y =[0,3]\(1,2) ve Sp:Y X Y XY — R susekilde tanimlarr (Mlaiki vd., 2017):

lu—w| + |v—wl,ifu,v,w € [0,1]

O zaman esleme.T : Y — Y asagidaki sekilde tammlanir.

{HTW eger0<w<1
Tw=4 gegerw=2

lz%”eger2<wg3

Teorem 17.5'1 tatmin eder, ¢linkii Y(r) = %r ve

esupluv}-w eger sup{u, v}—w =0

) v’ = ~
a(w,v,w) { 0 eger sup{u,v}—w <0
benzersiz bir sabit noktaya sahip olur. 1. Saleem ve digerleri.

doniisimii ¢iftlerinin uyumlulugu kavranmum ve Tamm 11'de tammlanan tgli .(y, @, F)'nin
monotonlugunu birlestirerek Saleem vd. (2017), Souayah vd. (2016), Sedghi vd. (2012),
sonuclarini asagidaki gibi genellestirdiler.

Tamm 5.1.5

Uclii bir (y, @, F) eger,

usw= F),p)) < Fp(w),ew)),YVu,w € R* ise monoton olur F:[0,0)? —
(—oo,00) Ve F(ry,ry) <r;veF(r,r,) =r;=>ya r;=0yada

r, = 0 kosullarim saglar; y: R* - R* artan siireklidir ve ¥ (r) =0 © r =0 kosullarin
saglar; ¢: Rt - R* siireklidir ve ¢(r) > 0,Vr > 0 ve ¢(0) = 0 kosullarim saglar (Saleem
vd., 2017).

Ornek 5.1.7
Diyelim ki (@) =vr,0<r<1L,Y@) =rir>1,9()=r; F(r,r)=1r—1r,. O
zaman U¢li. (i, @, F) monotondur (Saleem vd., 2017).

Ornek 5.1.8

Yr)=Vr,0<r<1L,yY@)=r3r>1¢9) =r% F(r,1,) =1, — 1, olsun. O zaman
tcli. (Y, @, F) monotondur (Saleem vd., 2017).
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Teorem5.1.4

Y,S,) s=1 ve T,,T,,T;,T,: Y = Y i¢in simetrik tam bir S,-metrik uzay olsun:
{T1,T3},{T,, T,} ile Ty (Y) S T3(Y), T,(Y) S T3(Y) uyumlu ¢iftlere sahip donisiimiidiir,
boylece

PY(s*Sp(T1w, Tau, Tow)) < F[Y(M(w, w)), (M (u, w))],Vu,w €7, (8)

burada

M (u,w) = sup S, (Tyu, Tsu, T,w), S, (Tyu, Tyu, Tsuw), Sp(Tow, Tow, Tuw),

1
5 [Sp (Tsu, Tsu, To,w) + S, (Tyu, Tu, Tou)]

ve (Y, @, F) Tamm 11'de tammlanan monotondur. Eger s > @ve T3, T, siirekliyse o zaman

T,, T,,Ts, T, eslemeleri Y'de benzersiz bir ortak sabit noktaya sahiptir (Saleem vd., 2017).

Ornek 5.1.9.
s = 2i¢in S,-metrik uzay1 (Y ,Sp) yi ele alalim, burada Y = [0,1] ve S,:Y X Y XYV —
R*su sekilde tammlamr (Saleemvd., 2017):

Sp(u,v,w) = (Jv + w = 2u|+|v —w])3,Vuv,w € Y.

4
Bu durumda, T,,T,,Ts, Tseslemeleri asagidaki gibi tammlanir: . T;w = (g) ,To,w =

2 2
(%) ,Taw = (g) , Tyw =g Vw €Y Teorem 17.6’y1 icin saglar. yY(r) =r,¢@) =

729

Toons 1,F (r,mp) = 1y - r,+ 1 tek bir ortak sabit noktaya sahiptir. O.

Aciklama 11

(1) doniigiimler T;, T, (sirasiyla. T3, T,) Teorem 17.6'daki Ozdeslik eslemeleri olarak kabul
edilirse, 0 zaman dontistimler T3, T, (sirasiyla. Ty, T,) benzersiz bir ortak sabit noktaya sahiptir.
(2) Eslemeler T3, T,Teorem 17.6'daki 6zdeslik doniistimleri olarak kabul edilirseve T; = T, =
T ise, 0 zaman donisiimii Thas benzersiz bir sabit noktadir (Saleem vd., 2017). Thounaojam
vd. (2021), Gulyaz ve digerlerinin b-metrik yapidaki eslemelerinin S,-metrik yapiya kabul
edilebilirligi ile ilgili olarak a—Meir-Keeler biiziilmesi sonuglarim yiiriittiiler ve sonuca

vardilar.

Tamm 5.1.6
Bir S,-metrik uzayda(Y ,S,) kendi kendine eslenen T : Y — Y,
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Ve > 0,36 >0ise Al tipinde a—Meir-Keeler biizillmesi olarak adlandirilir, bdylece
(Thounaojam vd., 2021)

£
e< M(u,v,w)<e+d§=aluv,w)sSb(Tu, Tv,Tw) < 5

Burada a: Y XY XY — Rtve
M (u, v, w) = sup{S, (u,v,w), S, (w,u, Tu),S, (v,v, Tv),S,(w,w,Tw)}.
* Al tipindeyse a—Meir-Keeler biiziillmesi u = v ise, kasilmaya All tipinde a—Meir-Keeler
kasilmasi denir.
* Eger Al tipinde a—Meir-Keeler kontraksiyonu.

M(u,v,w) = sup{Sp(u,v,w),Sp(u,u,Tw)S,, (v,v,Tv),S, (W,W,TW),% [Sp(u,u, Tv) +

Spy(v,v,Tw) + S, (w,w, Tu)]} ise, kontraksiyona BI tipinde .a—Meir-Keeler kontraksiyonu
denir.
* Eger BI tipinde .a—Meir-Keeler doniisiimii u = v ise, doniisiimii Bl tipinde a—Meir-Keeler

doniistimii denir.

Teorem 5.1.5
(Y, Sp) 'ninigin simetrik tam bir S,-metrik uzay oldugunu varsayalim.
s =>1and T : Y — Y Al tipinde bir a—kabul edilebilir.o—Meir-Keeler siirekli biiziilmesi olsun.

O zamanT'nin Y'de bir sabit noktas1 vardir (Thounaojam vd., 2021).

Aciklama 12
Teorem 4.1.5'de goriiyoruz ki, sabit noktamin tekligi belirtilmemistir. Teorem 17.7'nin
kosullarina ek olarak, asagidaki kosulu eklersek (Thounaojam vd., 2021):

Jv € Y boylece a(u,u,v) = 1, a(w,w,v) = 1 herhangi iki sabit nokta u,w € Y igin
O zaman T'nin sabit noktas: tek olur. (2) Siireklilik kosulunu serbest birakmak igin Teorem

4.1.5'deki T'ye, Sonug 2'de tammlanan a—degismeli kosulunu ekleyebiliriz.
Aciklama 13

Teorem 4.1.5 ve Agiklama 11, All, BI ve BII tiplerinin diger tim a—Meir Keeler biiziilmesi
i¢in dogrudur (Thounaojam vd., 2021).
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Ornek 5.1.10

s = 2 i¢in Sp-metrik uzay1 (Y ,S;,) 'yi ele alalim, burada Y = [0,0) ve S,: Y X ¥V XY —
R* S,(u,v,w) = |v + w — 2u| olarak tanimlanabilir. Daha sonra esleme T: Y — Y
(Thounaojam vd., 2021).

W2

—eger0<w<1

Tw =1, 8 ,
st log((w)) eger w € (1, )

Teorem 17.7'yi saglar, ¢iinkii

_ (Leger u,v,w € [0,1]
wvw) = { 0 diger durumlar
tek bir sabit noktaya sahip olur. Aytimur ve digerleri Daha sonra Aytimur (2022), S,-metrik
yapidaki sabit sekilli (cember, elips, hiperbol, Cassini egrisi, Apollonius ¢emberi) problemleri

analiz etmek i¢in Jleli Samet tipi kasilmalarla ilgili geometrik yorumlama sundu.

Tamm 5.1.7

s = 1 igin bir S,-metrik uzayinda (Y ,S,), wo, wy,w, € Y olsun, yarigapr p olan ve w
P . . st ~Sp _

merkezli bir daire su sekilde verilir: €0, ={w € Y

Sy (w,w,w0) = p}; yaricapi p olan ve w, merkezli bir disk su sekilde verilir:

Dyb ={w € Y: Sy(w,w,wy) < p}; elips asagidaki sekilde verilir. E)? (w;, w;) ={w €

W()p -

Y i Sy(w,w,wy) + S,(w,w,w,) = p}; hiperbol asagidaki sekilde verilir. Hpr (wi,wy) =
wevY: [SS(ww,w)—-S,(w,w,w,)|=p } Cassini egrisi asagidaki sekilde
veriIir.Cj”(wl,wz) ={w € Y: S,(w,w,w)S,(w,w,w,) = p }; Bir Apollonius ¢emberi
asagidaki sekilde verilir.

Sp(w,w,wy)

AP (wy,wy) = w €Y \{w,}: =pT:Y > Y egerTw = w,Vw € Fig Fig

Sp(w,w,wy)

sabit sekli denir (Aytimur vd., 2022).

Ornek 5.1.11
Bir S,-metrik uzayinda (Y ,S,) s = 1ligin,buradaY = RveS,: Y xY xY— R* R+ asagidaki
sekilde verilir (Aytimur vd., 2022).
Ss(uv,w) = (Ju — v|+|v —w|+|w —u)3,Vuv,w €Y,
wy, = (1,1,1) = wy,wy, = (—=1,—-1,—-1) ve.p = 40 olsun. O zaman

Cyb ={(wv,w)eY:lu—1F+lv -1 +|w—-1* =5

Wo,p
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Dvsvl;,p ={(wv,weY:lu—1°3+lv—-13+|w—-12 <5}
Exb (wy, wy) = {(w,v,w)eY: (Ju = 1] + [u + 1D? + (lv — 1| + |[v + 1])?
+(w—1]+|w+1[)? <50
HS? (wy,wy) = {(, v, w)eV: |[u—1] = fu + 1] + [lv = 11 = v + 11|
+w=1]—lw+ 1]’ <5}
Cj”(wl, wy) = {(w,v,w)eY: (Ju —1lu + 1) + (lv — 1||lv + 1])3 + (jw — 1||w + 1])3

<5}

3 3 3
Asb(w wy) = {(u, v, w)eY: u—1| + v —1] + w =1 <5}
p ANTL TS AR \Ju+ 1] lv+ 1] w+1|) ~

Teorem 5.1.6
(Y,Sp)s =1veT : Y — Y birfonksiyon olmak iizere simetrik tam bir S,-metrik uzay olsun,
boylece wy, wy,w, € Y. (Aytimur vd., 2022)

Sp(w,w,wp) >0 = @(Sy(w, w,Tw)) < [@(M(w,wo,w;,w,))]*  (9)
burada 0 <é<1,p =min{S,(w,w,Tw):w # Tw,w € Y}, ¢ (9):(0,0) -, (1,)
artmaktadir ve
s M(w,wy,wi,wy) = Sp(w,w,wy),Vw € Yoldugunda (9) esitsizligine Jleli Samet tipi
denir. D,,, — Sy-biiziilmesi T D2 , diskini sabitler.
e MWw,wy,wy,wy) = S(w,w,wy) + Sp,(w,w,wy),Vw € Y \{w,w,} ve Tw;=
wy, Tw, = w, oldugunda, (9) esitsizligine Jleli-Samet tipi denir. E,, ., —S, bizilme
T E (wy,w,) elipsi sabitler
o Mw,wy,wy,wy) =|S,(w,w,wy) — Sp(w,w,w,)|,Vw €Y \{w;,w,}p>0ve Tw,; =
wy, Tw, = w;, oldugunda, (9) esitsizligine Jleli-Samet tipi denir. H,, ,, — Sp-biiziilmesi T
Hlfb (wy,w,) hiperbolii sabitler
o M(w,wy,wy,wy) = Sp(w,w,wy) Sp,(w,w,w,),Vw € Y \{w;,w,}ve Tw; = w;,Tw, =
w,oldugunda, (9) esitsizligine Jleli-Samet tipi denirH,, . — Sp-bliziilmesi T le” (wg,wy)
Cassini egrisini sabitler.

Sp(w,w,Wq)
Sp(w,w,w3)

M(w,wy, wy,w,) = oldugunda, Vvw € Y \{w;,w,}ve Tw; = w;,Tw, = w, (9)

esitsizligine  Jleli-Samet  tipi A, ,, — Sp-bliziilmesi ~ denir.T ~ Apollonius  gemberi
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A;b (w1, w,)'yi sabitler. Asagidaki Ornek sabit rakamlara sahip oldugu i¢in Teorem 4.1.5'i
saglar.
Thounaojam vd. (2021); iki S,—metrik uzaylar baglaminda Thounaojam vd. (2022) teoriyi

genisletmek i¢in bagl tesadiif noktasi ve bagli sabit nokta sonuglarim arastirdi.

Tamm 5.1.7
Bir Sp,—metrik uzayda (Y,S,), iki donisim T;:Y XY - Y, T,: Y - Y olarak
adlandirilir. w—uyumlu ise (Indubala vd., 2022)

Ti(u,w) = Tou,Ty(w,u) = To,w = T, T;(u,w) = T;(TLou,T,w),YVu,w €Y.

Teorem5.1.8
(Y1,Sp, ), (Y2, Sp, ) evrensel bir kiime Y'de s = 1 igin iki simetrik S, —metrik uzay olsun;
burada S,, (u,u,w) < S, (u,u,w),Yuw € YveT;: Y XY - YV, T,: Y - YV,Ti(Y X
Y) € T,(Y) ile w uyumluluguna sahip iki eslemedir, boylece. V u, v,w,x € Y . (Indubala
vd., 2022)
Sp, (T1(w,w), T1(u,w), T1(v, %)) + Sp, (T1(w,w), T1(w,w),T1(v,x)) <
M (u, v, w, x)), (10)
Burada.
Mu,v,w,x) = &[Sy, (Tou, Tou, T,v) + Sy, (Tow, Tow, Tox)]
+ &[S, (Tou, Tu, Ty (w, W) + Sp, (Tow, Tow, T1 (W, )]
+ &3[Sp, (Tou, Tu, Ty (v, %)) + Sp, (Tou, Tou, Ty (x, v))]
veé €[0,1],0 < &+ &, +& < Siz Eger T,(Y) ise S, -Complete ise, o zaman eslemeler T},

T, Y'de benzersiz bir ortak bagli sabit noktaya sahiptir.

Ac¢iklama 14

(1) Teorem 4.1.7'dan ,w-uyumluluk kosulunu kaldirirsak, o zaman tek bir ortak bagli sabit
nokta yerine, Ty, T, Y'de bagli bir ¢akisma noktasina sahip olur. (2) ki simetrik S,—metrik uzay
almak yerine, tek bir simetrik tam S,—metrik uzay alirsak, o zaman sonuglar da ¢ikarilabilir. (3)
Esleme T,6zdeslik olarak kabul edilirse, o zaman karsilik gelen bagli sabit nokta sonuglarim

elde ederiz. Teorem 4.1.6 kullamlarak ¢ikarilan bir 6rnegimiz var.
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Ornek 5.1.12
(Indubala vd., 2022) s = 1 igin iki S,—metrik uzayr (Y;,Sp, ), (¥2,S,) diisiiniin, burada
Y =Y, =Y, = RveS,Sp,,: ¥ XY XY — R su sekilde tanimlanr:

Sp,w,v,w) = (u + v — 2w)?°Vu,v,w € Y;,.

U+ v — 2w\?
Sh, (u,v,w) = (f) ,Yu,v,w € Y,.

Uu-w
Sonra eslemeler Ty, T, olarak tammlanmr T, (u,w) = T’TZW = 2w, Vu,w €Y Teorem

17.9'ué, = g & = 0,i = 2,3 icin Kkarsilar ve benzersiz bir bagl sabit noktaya sahiptir

(0,0).

Ortak bagli sabit nokta sonuglarim temsil eden ve karsilik gelen integral denklemi kullanarak
baslangi¢ degerli bir problemi ¢6zen Rao ve arkadaglari tarafindan yapilan baska bir genelleme
daha vardir. Son zamanlarda, Tas ve arkadaslari, S,—metrik uzayr baglanminda ortak sabit nokta
sonuclarini kanitlayarak bazi geometrik 6zellikleri arastirdi. Teoriyi genellestirmenin yam sira,
parametrik diizeltilmis dogrusal birim aktivasyon fonksiyonlarinin da baz sekilleri diizelttigini
One siirdiiler. Sonug olarak, ArastirmacilarS,—metrik 'i farkli sekillerde arastirdilar ve teoriyi

bircok yonde genellestirdiler.

Sadece bir 6z esleme igeren daralmalar i¢in sabitnokta sonucuyla baslayarak, 6rnekler ve dikkat
cekici yorumlarla, .w-uyumlu kosullar1 saglayan dort eslemeye kadar igeren daralmalar i¢in
tesadiif sabit nokta sonuglarini, S,—metrik yapi baglaminda ortak ¢iftli sabit nokta sonuglarini

tartistik.

Ayrica S,—metrik uzaylarda daire, elips, hiperbol, Cassini egrisi, Apollonius ¢emberi vb. gibi
sekillerin geometrik Ozelliklerini yorumlayan baz sabit sekil sonuglar1 da toplanmistir. Bu
sonuglar1 gostererek, geng arastirmacilari, uygulamalar i¢in engin potansiyeli olan bu ilgi ¢ekici

alani kesfetmek icin hala bir firsat olduguna tesvik etmek istiyoruz.

39



KAYNAKCA

Aytimur, H., & Tas, N. (2022). A geometric interpretation to fixed-point theory on Sh-metric
spaces. Electronic Journal of Mathematical Analysis and Applications, 10(2), 95-104.

Bakhtin, 1. (1989). The contraction mapping principle in quasimetric spaces. Functional
analysis, 30, 26-37.

Banach, S. (1922). Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux
équations intégrales. Fundamenta mathematicae, 3(1), 133-181.

Hieu, N. T., Thanh Ly, N. T., & Dung, N. V. (2014). A generalization of Ciric quasi-
contractions for maps on S-metric spaces. Thai Journal of Mathematics, 13(2), 369-380.

Jleli, M., & Samet, B. (2014). A new generalization of the Banach contraction principle.
Journal of inequalities and applications, 2014(1), 38. https://doi.org/10.1186/1029-
242X-2014-38

Ozgir N.Y, & Tas, N. (2016). S-metrik uzaylarda sabit nokta teoremlerinin baz
genellestirmeleri. i¢inde Viadimir Arnold’a Armagan Matematik ve Uygulamalari
Uzerine Denemeler (ss. 317-342). New York: Springer,

Ozgiir, N. (2019). Fixed-disc results via simulation functions. Turkish Journal of Mathematics,
43(6), 2794-2805.

Ozgiir, N. Y., & Tas, N. (2017). Some new contractive mappings on S-metric spaces and their
relationships with the mapping (S25). Mathematical Sciences, 11(1), 7-16.

Ozgiir, N. Y., & Tas, N. (2018). Generalizations of metric spaces: from the fixed-point theory
to the fixed-circle theory. In Applications of Nonlinear Analysis (pp. 847-895). Cham:
Springer International Publishing.

Ozgiir, N. Y., & Tas, N. (2018, January). Some fixed-circle theorems and discontinuity at fixed
circle. In AIP conference proceedings (Vol. 1926, No. 1, p. 020048). AIP Publishing
LLC.

Ozgiir, N. Y., & Tas, N. (2019). Some fixed-circle theorems on metric spaces. Bulletin of the
Malaysian Mathematical Sciences Society, 42(4), 1433-1449.

Ozgiir, N., & Tas, N. (2023). Geometric properties of fixed points and simulation functions.
Advanced Studies: Euro-Thilisi Mathematical Journal, 16(4), 91-108.

Ozgiir, N.Y, & Tas, N. (2017). Some fixed point theorems on SSS-metric spaces. Matematicki
Vesnik, 69, 39-52.

Sedghi, S., & Van Dung, N. (2014). Fixed point theorems on S-metric spaces. Matematicki
vesnik, (255), 113-124.

40



Sedghi, S., Gholidahneh, A., Dosenovic, T., Esfahani, J., & Radenovic, S. (2016). Common
fixed point of four maps in Sb-metric spaces. J. Linear Topol. Algebra, 5(2), 93-104.

Sedghi, S., Shobe, N., & Aliouche, A. (2012). A generalization of fixed point theorems in S-
metric spaces. Matematicki vesnik, 64(249), 258-266.

Tas, N. (2021, May). A contribution to the fixed-disc results on S-metric spaces. In 7th Ifs And
Contemporary Mathematics Conference (pp. 172-176).

Tas, N. (2020). Bilateral-type solutions to the fixed-circle problem with rectified linear units
application. Turkish Journal of Mathematics, 44(4), 1330-1344.

Tas, N. (2022). New fixed-disc results via bilateral type contractions on S-metric
spaces. Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 24(1), 408-416.

Tas, N.,, & Ogzgir, N. (2021). New generalized fixed point results on Sh-metric

spaces. Konuralp Journal of Mathematics, 9(1), 24-32.

41



